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AVERTISSEMENT. 



Cette nouvelle édition des OEuvres de Laplace, publiée par 
les soins de sa famille, sous les auspices de l'Académie des 
Sciences, réunit, pour la première fois, aux divers Ouvrages 
compris dans les éditions précédentes, la collection des Mémoires 
de rillustre Astronome, rangée par ordre chronologique. 

Elle permettra de comparer la forme définitive de la pensée 
de l'Auteur aux études par lesquelles il s'était préparé pendant 
de longues années à élever le monument qui a rendu son nom 
inséparable de celui de Newton. 

Le nouvel hommage rendu à la mémoire de Laplace est dû 
à l'initiative du Général marquis de Laplace, son fils, dont le 
testament renfermait les dispositions suivantes : 

<c Je veux que , sur les plus clairs deniers de ma succession , 
» une somme de soixante -dix mille francs soit prélevée, pour 
» être affectée à la réimpression des Ouvrages de mon père, 
» dont l'édition imprimée aux frais de l'État, par la loi du 
» i5 juin 1842, est à peu près épuisée. 

» Je prie MM. Dumas et Élie de Beaumont, membres de 
» l'Institut, dont l'attachement à la mémoire de mon père est 
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* ni fUffêtm^ fie vouloir hUm Mt charger de surveiller cette nou- 

M'^ h MHnim%ft iJc Ojlliert, nièce du Général et petite-fille 
du f^rntul Astronome, voulant que le témoignage de vénération 
rmidu U hi uthuntnt de Myn aîail fût complet, a mis à la dispo- 
wfiou dr rAr«dcuiic la nonime importante qu'exigeait la publi- 
r«liou dif HOU (M^ivre entière. 

M, rJîc de l^'aurnont, Secrétaire perpétuel de l'Académie 
pour len ScieiiccH uiatliématiques, étant décédé avant Touver- 
turc du tCHtArncnt du Général Marquis de Laplace, son suc- 
cmiMMU*, M. J. Hcrtnuid, se trouvait naturellement appelé à le 
rruipinccr (h\UH une oMivrc de surveillance pour laquelle une 
liaulr cl particulicn* couipétencc le désignait d'ailleurs. 

LcH Hoius qu*cxigcait ce tnivail considérable, long et délicat, 
ituidaicul iudiHp(Misid)lc Tactive coopération de collaborateurs 
dévoues cl olVraut à la Science toutes les garanties nécessaires. 

M. PuiHfMix, MfMubrc de rAcadéuiic des Sciences, et M. Houël, 
prolcsHcur à la ImicuIic des Si*ieuccs de liordeaux, ont saisi avec 
cnipit*HSf*UHMit Toccasiou de donner à la mémoire de Laplace un 
témoignage t\o leur vcucnition. C'est à leurs soins respectueux 
et i\ IfMir profoufle intelligence des questions sur les<juelles s'est 
exeiXH^ If* génie de 1 *aplaiH^ c|ue les astronomes et les géomètres 
deviHMU ivpi>rter toute leur gnititude, lorsqu'ils reconnaîtront avec 
quelle scrupuleuse fidélité les te\t« ont été arrêtés, après des 
études et îles couqvinus^ms ipù ont toujours penms de remonter 
«^ la \raie peuMV île T Auteur, 

\a |vjuiie matérielle île ivtte im|H>rtante publication a été 
iHwUùv à M, liaulhier-\ illars. l.'liabileet consciem^ieux étliteiu* 
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n'a rien négligé pour que Tœuvre fût digne de la grandeur du 
sujet, de la gloire de l'Auteur et du sentiment pieux de la 
famille. 

L'Académie, sur le Rapport de la Section d'Astronomie et 
de la Commission administrative , après avoir pris connaissance 
des conditions dans lesquelles devait s'accomplir ce travail et 
des soins dont il était entouré, a décidé, dans la Séance du 
i6 juillet 1877, V^^ ^^ nouvelle édition serait publiée sous ses 
auspices et sous sa responsabilité. Les deux Secrétaires perpé- 
tuels demeurent, en conséquence, chargés de poursuivre offi- 
ciellement désormais une mission confiée d'abord à titre privé , 
par le Général Marquis de Laplace , à l'affection de MM. Dumas 
et tlie de Beaumont. 



NOTICE 



SUR 



LE GÉNÉRAL MARQIIS DE LAPLACE 



Le Général Marquis de Laplace (Charles-Émile-Pierre-Joseph), né 
à Paris, le i5 avril 1789, fils de l'illustre astronome, avait choisi la 
carrière militaire. Élève de l'École Polytechnique et de l'École de 
Metz, il entrait en 1809, à Tâge de vingt ans, au 2* régiment d'ar- 
tillerie. 

I^a haute situation de son père, entouré du respect universel, 
chancelier du Sénat et considéré par Napoléon P' comme l'une des 
gloires de son époque et de son Empire, lui aurait rendu facile l'accès 
des voies paisibles et sans péril de la diplomatie ou de l'administra- 
tion ; il préféra le métier des armes avec les privations, les fatigues et 
les dangers que ne devaient pas lui épargner les campagnes d'Alle- 
magne, de Russie et de France, pendant lesquelles il s'élevait, par ses 
services, du grade de sous-lieutenant à celui de chef d'escadron. 

Son âme ferme, son amour du devoir et son respect pour la disci- 
pline l'avaient préparé à rechercher les périls et à comprendre les 
obligations de la vie des camps, dans laquelle il avait débuté muni 
des témoignages de l'affection éclairée et prévoyante de son père : 

« C'est avec bien du regret, mon ami », lui écrivait celui-ci, le 
17 juin 1809, « que je te vois partir de Metz sans que je puisse t'em- 
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» brasser et te donner ma bénédiction. J'espère que tu te feras hon- 
*) ncur dans la noble carrière que tu vas parcourir. 

» Tu seras ma consolation et celle de ta mère. Je prie Dieu qu'il 
» veille sur tes jours. Aie-le toujours présent à ta pensée, ainsi que 
» ton père et ta mère. Songe que de toi dépend principalement notre 
» bonheur. 

» Malheureusement, retenu à Paris par mes fonctions, je ne puis 
» te témoigner que par écrit combien je t'aime et combien je désire 
)> que tu te distingues en servant utilement ton pays. » 

Sous tous les rapports, les vœux du grand Astronome furent exau- 
cées, et lorsque, à sa mort, son fils lui succédait à la Chambre des Pairs, 
en 1827, il élait déjà parvenu au grade de colonel dans l'arme de 
Tartillerie. 

Après avoir exercé divers commandements, et notamment à l'École 
de la Fère et à Vincennes, il fut nommé Général de division en i843. 
A partir de cette époque, soit par les inspections générales dont il était 
chargé chaque année, soit par sa coopération active aux travaux du 
(lomité d'Artillerie, dont il était Membre, il contribua avec une ardeur 
patriotique et convaincue à toutes les améliorations qui ont successi- 
vement transformé le matériel de l'artillerie, l'armement de nos places 
fortes et la défense de nos côtes. 

Jusqu'à la fin de sa carrière, le Général de Laplace a consacré sa vie 
au culte de la mémoire de son glorieux père, aux soins qu'il rendait à 
sa mère, parvenue aux dernières limites de l'âge avec toute la vivacité 
de son rare esprit et toutes les bienveillances de son cœur généreux, 
à l'armée enfin, à laquelle, au milieu des troubles politiques, il se 
rattachait toujours en serviteur fidèle et dévoué. 

A la Chambre des Pairs et au Sénat, si son rang dans l'armée l'ap- 
pelait souvent à prendre part à la discussion des projets ayant trait à 
la constitution militaire de la France ou à l'organisation de nos 
troupes, son nom le signalait naturellement, dès qu'il s'agissait de 
questions de nature à intéresser les Sciences. 
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Si le Système métrique français , à la création duquel son illustre 
père avait pris une part prépondérante, s'est établi définitivement 
dans notre pays et s'il s'est étendu chez la plupart des nations civi- 
liséeSy il serait injuste d'oublier qu'on le doit en grande partie à ses 
soins persévérants. Mettant tour à tour en jeu l'influence que sa 
situation élevée dans l'État lui assurait auprès des représentants des 
pouvoirs publics, et la confiance qu'il inspirait aux représentants de 
la Science, excitant les uns et soutenant les autres, il parvint à ga- 
rantir au Système métrique sa place définitive dans nos lois et à faire 
passer son usage habituel dans nos mœurs. 

Les rapports qui existent entre le Système métrique et le Système 
monétaire avaient amené le Général de Laplace à porter une attention 
particulière sur toutes les questions que soulèvent la fabrication et la 
circulation des monnaies. Sa parole sur ces sujets, considérés pendant 
longtemps comme entourés de mystère, était toujours écoutée avec 
faveur et souvent décisive dans le débat. Il s'attachait avec une per- 
sévérance infatigable à maintenir le système monétaire en concordance 
absolue avec le système décimal. 

Le Général de Laplace était l'homme du devoir. Ses habitudes 
simples, son caractère bienveillant, la douceur et la sûreté de son 
commerce l'avaient entouré dans l'armée, à la Chambre des Pairs et 
au Sénat, d'un respect qui, provoqué par son nom d'abord, s'adres- 
sait bientôt plus particulièrement à sa personne. Dans ce milieu du 
monde de la guerre ou de la politique, où sa destinée l'avait conduit, 
le nombre des admirateurs compétents des immortelles OEuvres de son 
père n'était pas grand ; mais le culte intérieur qu'il portait à sa mé- 
moire n'avait pas besoin d'être entretenu par des manifestations étran- 
gères. Il aimait à se retirer dans cette maison d'Arcueil et à se recueillir 
près de ce modeste cabinet de travail, témoins respectés de tant de 
labeurs et de veilles, point de départ de tant de sublimes conceptions. 

Après les événements de 1870, le Général de Laplace s'était éloigné 
du monde et s'était concentré dans ses souvenirs ; il fut enlevé à sa 
famille et à ses amis le 27 octobre 1874, à la suite d'une longue maladie. 

Œuvres de £. — I. b 
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M"^ de Laplace avait voulu, en 1842, consacrer une part de son 
patrimoine à publier une édition des Œuvres de son illustre époux ; 
le Gouvernement ne permit pas ce sacrifice; il jugea qu'il appartenait 
à la France, assez riche alors pour payer sa gloire, d'acquitter la dette 
de la Science et celle de la Nation. L'édilion fut publiée aux frais de 
rÉtat. 

Le Général Marquis de I^place n'a pas accepté que, trente ans après, 
ime semblable libéralité fut imposée au pays épuisé par ses malheurs; 
il n'a pas voulu cependant que les nouvelles générations fussent pri- 
vées des grands enseignements que les Œuvres de son père offrent 
aux intelligences élevées, et, par une disposition qui atteste quelles 
furent les préoccupations constantes de sa vie, il a confié à sa famille 
et à deux de ses amis le soin d'élever encore une fois un monument à 
la mémoire de son glorieux père, par la publication complète de ses 
Œuvres, mais à ses frais et sur ses propres ressources. L'Académie 
s'est empressée de réclamer sa part dans Taccomplissement de ce de- 
voir. 

La Science, dans sa reconnaissance, n'oubliera jamais que c'est au 
Général de I^aplace et à M"* la Marquise de Colbert qu'elle doit de 
pouvoir contempler dans leur ensemble les travaux de l'émule de 
Newton. 
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DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE ET DU MOUVEMENT DES CENTRES 

DE GRAVITÉ DES CORPS CÉLESTES. 
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ramètres, la force qui sollicite les planètes et les comètes serait la même pour tous 
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Le mouvement du centre de gravité du système d'une planète et de ses satellites autour 
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do ce point à l'axe du cylindre. Un point placé dans l'intérieur d'une couche cylin- 
drique circulaire d'une épaisseur constante est également attiré de toutes parts. 
NM3 i6i 

Équation de condition relative au mouvement d'un corps. N*^ 14 i63 

Diverses transformations des équations différentielles du mouvement d'un système de 
corps soumis à leur attraction mutuelle. N* 15 167 

Chapitre HE. — Première approximation des mouvements célestes y ou théorie du mou- 
vement elliptique 171 

Intégration des équations différentielles qui déterminent le mouvement relatif de deux 
corps qui s'attirent en raison des masses et réciproquement au carré des distances. 
La courbe qu'ils décrivent dans ce mouvement est une section conique. Expression 
du temps en série convergente de sinus et de cosinus du mouvement vrai. Si l'on 
néglige les masses des planètes relativement à celle du Soleil , les carrés des temps 
des révolutions sont comme les cubes des grands axes des orbites. Cette loi s'étend 
au mouvement des satellites autour de leur planète. N** 16 171 

Seconde méthode pour l'intégration des équations différentielles du numéro précédent. 
NM7 175 

Troisième méthode pour l'intégration des mêmes équations. Cette méthode a l'avantage 
de donner les arbitraires en fonction des .coordonnées et de leurs premières diffé- 
rences. N*» 18 et 19 178 et i83 

Équations finies du mouvement elliptique : expressions de Tanomalie moyenne, du 
rayon vecteur et de l'anomalie vraie en fonctions de l'anomalie excentrique. N"* 20. . . 186 

Méthode générale pour la réduction des fonctions en séries : théorèmes qui en résultent. 
N*2i 188 

Application de ces théorèmes au mouvement elliptique. Expressions de l'anomalie ex- . 
centrique, de l'anomalie vraie et du rayon vecteur des planètes en séries convergentes 

c. 



iTin TABLE DES MATIÈRES. 
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vements des planètes sont uniformes, et les grands axes de leurs orbites sont con- 
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' résulter dans leurs longitudes moyennes deux inégalités très -sensibles, affectées de 
signes contraires, et réciproques aux produits des masses des corps, par les racines 
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Examen du cas où les inégalités les plus sensibles du moyen mouvement ne se ren- 
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MÉCANIQUE CÉLESTE. 



Newton publia, vers la fin du dernier siècle, la découverte de la pe- 
santeur universelle. Depuis cette époque, les Géomètres sont parvenus 
à ramener à cette grande loi de la nature tous les phénomènes connus 
du Système du monde, et à donner ainsi aux théories et aux Tables 
astronomiques une précision inespérée. Je me propose de présenter 
sous un même point de vue ces théories éparses dans un grand nombre 
d'ouvrages, et dont Tensemble, embrassant tous les résultats de la 
gravitation universelle sur l'équilibre et sur les mouvements des corps 
solides et fluides qui composent le système solaire et les systèmes 
semblables répandus dans l'immensité des cieux, forme la Mécanique 
céleste. L'Astronomie, considérée de la manière la plus générale, est 
un grand problème de Mécanique, dont les éléments des mouvements 
célestes sont les arbitraires ; sa solution dépend à la fois de l'exactitude 
des observations et de la perfection de l'Analyse, et il importe extrê- 
mement d'en bannir tout empirisme et de la réduire à n'emprunter 
de l'observation que les données indispensables. C'est à remplir, autant 
qu'il m'a été possible, un objet aussi intéressant, que cet Ouvrage est 
destiné. Je désire qu'en considération de l'importance et des difficultés 
de la matière, les Géomètres et les Astronomes le reçoivent avec in- 
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dulgence, et qu'ils en trouvent les résultats assez simples pour les 
employer dans leurs recherches. Il sera divisé en deux Parties. Dans 
la première, je donnerai les méthodes et les formules pour déterminer 
les mouvements des centres de gravité des corps célestes, la figure 
de ces corps, les oscillations des fluides qui les recouvrent, et leurs 
mouvements autour de leurs propres centres de gravité. Dans la 
seconde l^artiot j'appliquerai les formules trouvées dans la première 
aux planètes, aux satellites et aux comètes; je la termiderai par l'exa- 
men de diverses questions relatives au Système du monde et par une 
Notice historique des travaux des Géomètres sur cette matière. J'adop- 
terai la division décimale de l'angle droit et du jour, et je rapporterai 
les mesures linéaires à la longueur du mètre, déterminée par l'arc du 
méridien terrestre compris entre Dunkerque et Barcelone. 



PREMIÈRE PARTIE. 



THÉORIE GÉNÉRALE DES MOUVEMENTS ET DE LA FlfîURli 

DES CORPS CÉLESTES. 



LIVRE PREMIER. 

DES LOIS GÉNÉRALES DE UËQUILIBRE ET DU MOUVEMENT. 



Je vais établir dans ce Livre les principes généraux de l'équilibre 
et du mouvement des corps, et résoudre les problèmes de Mécanique, 
dont la solution est indispensable dans la théorie du Système du 
monde. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE l'ÉQUU.IBRE et de la COMPOSmON DES FORCES QUI AGISSENT 

SUR UN POINT UATÉRIEL. 



1 . Un corps nous parait se mouvoir, lorsqu'il change de situation 
par rapport à un système de corps que nous jugeons en repos; mais, 
comme tous les corps, ceux même qui nous semblent jouir du repos 
le plus absolu, peuvent être en mouvement, on imagine un espace 
sans bornes, immobile et pénétrable à la matière : c'est aux parties de 
cet espace réel ou idéal que nous rapportons par la pensée la position 
des corps, et nous les concevons en mouvement lorsqu'ils répondent 
stfDcessivement à divers lieux de l'espace. 

La nature de cette modification singulière, en vertu de laquelle un 
corps est transporté d'un lieu dans un autre, est et sera toujours in- 
connue : on l'a désignée sous le nom de force, on ne peut déterminer 
que ses effets et les lois de son action. L'effet d'une force agissant sur 
un point matériel est de le mettre en mouvement, si rien ne s'y.op- 
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pose; la direction de la force est la droite qu'elle tend à lui faire dé- 
crire. Il est visible que, si deux forces agissent dans le même sens, 
elles s'ajoutent Tune à l'autre» et que, si elles agissent en sens con- 
traire, le point ne se meut qu'en vertu de leur différence. Si leurs 
directions forment un angle entre elles, il en résulte une force dont 
la direction est moyenne entre celles des forces composantes. Voyons 
quelle est cette résultante et sa direction. 

Pour cela , considérons deux forces x et y, agissant à la fois sur un 
point matériel M et formant entre^elles un angle droit. Soient z leur 
résultante, et 6 l'angle qu'elle fait avec la direction de la force x\ les 
deux forces x^iy étant données, l'angle sera déterminé, ainsi que la 
résultante z, en sorte qu'il existe entre les trois quantités a:, js et 6 
une relation qu'il s'agit de connaître. 

Supposons d'abord les forces x t\,y infiniment petites et égalées 
aux différentielles dx et dy\ supposons ensuite que, x devenant suc- 
cessivement fltr, iidxy 3d!r, ..., y devienne dy^ iidy^ 3rf^, ...; il est 
clair que l'angle sera toujours le même, et que la résultante z de- 
viendra successivement dz^ iidz^ 3<£z,...; ainsi, dans les accroisse- 
ments successifs des trois forces x^ y et z^ le rapport de x k z sera 
constant et pourra être exprimé par une fonction de 0, que nous 
désignerons par <p(ô); on aura donc x = 2<p(0)» équation dans laquelle 
on peut changer x en y» pourvu que l'on y change semblablement 

l'angle 6 dans ~ — 0, i; étant la demi-circonférence dont le rayon est 

l'unité. 

Maintenant, on peut considérer la force x comme la résultante de 
deux forces a/ et ar^, dont la première x' est dirigée suivant la résul- 
tante z, et dont la seconde x^' est perpendiculaire k cette résultante. 
La force x, qui résulte de ces deux nouvelles forces, formant l'angle 6 

avec la force x' et l'angle - — avec la force x'\ on aura 

on peut donc substituer ces deux forces à la force x. On peut substi- 
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tuer pareillement à la force y deux nouvelles forces y et y, dont la 
première est égale à ^ et dirigée suivant z, et dont la seconde est égale 
à ^ et perpendiculaire à z; on aura ainsi» au lieu des deux forces x 
et 7, les quatre suivantes 



^» 


^\ 


xy 


xr. 


7 

z 


7 

Z 


1 

z 


z ' 



les deux dernières, agissant en sens contraire» se détruisent; les deux 
premières» agissant dans le même sens» s'ajoutent çt forment la résul- 
tante z ; on aura donc 

d'où il suit que la résultante des deux forces x et y est représentée» 
pour la quantité» par la diagonale du rectangle dont les côtés repré- 
sentent ces forces. 

Déterminons présentement l'angle 9. Si l'on fait croître la force x, 
de la différentielle dx, sans faire varier la force y» cet angle diminuera 
d'une quantité infiniment petite ^9; or on peut concevoir la force dx 
décomposée en deux, l'une dx' dirigée suivant z, et l'autre dx'' per- 
pendiculaire à z; le point M sera donc alors sollicité par les deux 
forces z -h dx' et dx" perpendiculaires entre elles, et la résultante 
de ces deux forces» que nous nommerons z\ fera avec dx" l'angle 

- — rf9; on aura ainsi, par ce qui précède, 

dx''=z'^l^^-dey, 

la fonction çf- -~ é/9 j est par conséquent infiniment petite et de la 

forme —id^ k étant une constante indépendante de l'angle 9; on a 
donc 



z' est» à un infiniment petit près, égal à z ; de plus» dxf' formant avec 
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dx Tangle 0, on a 

partant 



rf9 = - 



kz^ 



Si Ton fait varier la force y de dy^ en supposant x constant, on aura la 
variation correspondante de l'angle 9, en changeant dans Téquation 

précédente x ^ny^ y en a?, et 6 dans ô ; ce qui donne 



^» = îfr> 



en faisant donc varier à la fois x et y y la variation totale de Tangle 



xdr— rdx • . „ 
sera — =^^r~^ — ? et 1 on aura 



xdy — ydx 



z^ 



kd9. 



Substituant pour z^ sa valeur x^ -h-y^ et intégrant, on aura 

X 

p étant une constante arbitraire. Cette équation» combinée avec celle-ci 
^'-f-j* = 2*, donne 

X:ii::ZC0S(/r6H-p). 

Il ne s'agit plus que de connaître les deux constantes A et p; or, si 
Ton suppose y nul, on a évidemment js = a; et 6 = o; donc cosp = i 
et x = zcosk^. Si Ton suppose x nul, on a z=zy et Os^^tt; cosAO 
étant alors égal à zéro, k doit être égal à :in + 1, n éteint un nombre 
entier, et dans ce cas x sera nul toutes les fois que 6 sera égal k 

^^ ; mais, X étant nul, on a évidemment 6 = ^tt; donc a/iH- 1 = i, 

OU n = G, et, par conséquent, 

X = f COS0. 
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De là il suit que la diagonale du rectangle construit sur les droites qui 
représentent les deux forces x ety représente non-seulement la quan- 
tité» mais encore la direction de leur résultante. Ainsi Ton peut, à 
une force quelconque» substituer deux autres forces qui forment les 
côtés d'un rectangle dont elle est la diagonale; et il est facile d'en 
conclure que Ton peut décomposer une force en trois autres qui for- 
ment les côtés d'un parallélépipède rectangle dont elle est la dia- 
gonale. 

Soient donc a, b, c les trois coordonnées rectangles de l'extrémité 
de la droite qui représente une force quelconque, et dont l'origine 
est celle des coordonnées; cette force sera exprimée par la fonction 
v/a*-f-6*-hc*, et, en la décomposant parallèlement aux axes des a, 
des b et des c, les forces partielles seront exprimées respectivement 
par ces coordonnées. 

Soient a\ b\ d les coordonnées d'une seconde force; a 4- a', 6 h- b\ 
c-hd seront les coordonnées de la résultante des deux forces, et re- 
présenteront les forces partielles dans lesquelles on peut la décom- 
poser parallèlement aux trois axes; d'où il est aisé de conclure que 
cette résultante est la diagonale du parallélogramme construit sur les 
deux forces. 

En général, a, b, c; a', b\ &; a", 6", &';... étant les coordonnées 
d'un nombre quelconque de forces, a -+- a'-f- a" -h ...,64- b'-h 6"-+- . . . , 
c -h c'-H c"4- . . . seront les coordonnées de la résultante, dont le carré 
sera la somme des carrés de ces dernières coordonnées ; on aura donc 
ainsi la grandeur et la position de cette résultante. 

2. D'un point quelconque de la direction d'une force S, point que 
nous prendrons pour l'origine de cette force, menons au point maté- 
riel M une droite, que nous nommerons s; soient a?, y, z les trois coor- 
données rectangles qui déterminent la position du point M, et a, b, c 
les coordonnées de l'origine de la force ; on aura 



X 



Si l'on décompose la force S parallèlement aux axes des x, des y et 

Œuvres de L, — \, 3 
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des z, les forces partielles correspondantes seront, par le numéro pré* 
cèdent, 

ê s s ox ôjr ôz 

^-» ^> ^ exprimant, suivant la notation reçue, les coefficients des 

variations Jfcr, %y, Sz, dans la variation de l'expression précédente de s. 

Si l'on nomme pareillement s' la distance de M à un point quelconque 

de la direction d'une autre force S', pris pour l'origine de cette force, 

,ds' 

S'^ sera cette force décomposée parallèlement à l'axe des x^ et ainsi 
de suite; la somme des forces S, S', S", ...» décomposées parallèlement 
à cet axe, sera donc 2S^9 la caractéristique 2 des intégrales finies 

exprimant ici la somme des termes S :r- ' S' ^j- ' — 
*^ ôx ox 

Soient V la résultante de toutes les forces S, S', . . . , et m la distance 

du point M à un point de la direction de cette résultante, pris pour son 

origine ; V ^ sera l'expression de cette résultante décomposée parallè- 
lement à l'axe des x\ on aura donc, par le numéro précédent. 



OX ùx 



On aura pareillement 



ôy djr d* az 

d'où l'on tire, en multipliant respectivement ces trois équations par îfcr, 
fyf ^2, et en les ajoutant. ensemble» 

[a] yiu = l»is; 

cette dernière équation ayant lieu, quelles que soient les variations ^x^ 
fy, iz, elle équivaut aux trois précédentes. Si son second membre est 
la variation exacte d'une fonction <p, on aura T!(a=:Sf, et par consé- 
quent 
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c'est-iHlifQ que la somiM de toutes les forces S, S\ . . . » décomposées 
parallèlement à Taxe des x^ est égale à la différence partielle ^- Ce cas 

a généralement lieu lorsque ces forces sont respectivement fonctions de 
la distance de leur origine au point M. Alors, pour avoir la résultante 
de toutes ces forces, décomposée parallèlement aune droite quelconque» 
00 prendra l'intégrale 2/S^, et, en nommant <p cette intégrale, on la 
considérera comme une fonction de x et de deux autres droites perpen- 
diculaires entre elles ei àa?; la différence partielle ^ sera la résultante 
des forces $,§",...« décomposée parallèlement à. la droite x. 

S. Lorsque le point M est ea équilibre en vertu de tontes les forces 
qui le soUâcitent, leur résultante est nulle, et ré<{naition [m) devient 

[b] 0=:2SÔ5, 

c'est-à-dire que, dans le cas de l'équilibre d'un point sollicité par un 
nombre quelconque de forces, la somme des produits de chaque force 
par l'élément de sa direction est nulle. 

Si le point M est forcé d'être sur une surface courbe, il éprouvera de 
sa part une réaction, que nous désignerons par R. Cette réaction est 
égale et directement contraire à la pression que le point exerce sur la 
surface; car, en le concevant animé des deux forces R et — R, on peut 
supposer que la force — R est détruite par la réaction de la surface, et 
qu'ainsi le point M presse la surface avec la force — R. Or la force de 
pression d'un point sur une surface lui est perpendiculaire ; autrement 
eUe pourrait se déeomposeren deux, l'une perpendiculaire à la surface, 
et qui serait détruite par elle, l'autre parallèle à la surface, et en vertu 
de laquelle le point n'aurait point d'action sur cette surface, ce qui est 
contre la supposition ; en nommant donc r la perpendiculaire menée 
par le point M à la surfece». et terminée h un point quelconque de sa 
direction^ la force R sera dirigée suivant cette p€a*pmdTeulair0 : il' hn^ 
dm doDftajQuleiiRSraui second membre de l'équation (^), qui devient; 
ainsi 

2. 
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— R étajat alors la résultante de toutes les forces S, S.\..., elle* est per- 
pendiculaire à la surface, , 

Si Ton suppose que les variations arbitraires ^, ^y, Zz appartiennent 
à la surface courbe sur laquelle le point est assujetti» on a, par la na- 
ture de la perpendiculaire à cette surface, Sr=o, ce qui fait dispa- 
raître RSr de Téquation précédente : l'équation {b) a donc encore lieu 
dans ce cas, pourvu que Ton élimine Tune des trois variations ^, S/, ^z 
au moyen de l'équation à la surface; mais alors l'équation {b), qui dans 
le cas général équivaut à trois équations, n'équivaut plus qu'à deux 
équations distinctes, que l'on obtient en égalant séparément à zéro les 
coefficients des deux différentielles restantes. Soit u = o l'équation de 
la surface ; les deux équations Sr = o et Si^ = o auront lieu en même 
temps, ce qui exige que V soit égal à NSi^, N étant fonction de a?, j, z. 
Pour la déterminer, nommons a, b, c les coordonnées de l'origine de r; 
on aura 

d'où l'on tire (^) "^(j~) "^ \t) ~^'^* P^^ conséquent 



"-m'-m'^m--- 



en faisant donc 



>.= 



\/m'H^y*{^)' 



le terme RSr de l'équation (c) se changera dans X^, et cette équation 
deviendra 

équation dans laquelle on doit égaler séparément à zéro les coefficients 
des variations Ix, S^, Sz, ce (|ui donne trois équations; mais elles n'é- 
quivalent qu'à deux équations entre a?, j, z, à cause de l'indéterminée X 
qu'elles renferment. On peut donc, au lieu d'éliminer de l'équation {b) 
une des variations hc, S^, Zz au moyen de l'équation différentielle à la 
surface, lui ajouter cette équation multipliée par une indéterminée >, 
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et considérer alors les variations &r, ty, ^z comme indépendantes. Cette 
méthode, qui résulte encore de la théorie de l'élimination, réunit à 
Tavantage de simplifier le calcul celui de faire connaître la pression — R 
que le point M exerce contre la surface. 

ConccTons ce point renfermé dans un canal à simple ou à double 
courbure; il éprouvera de la part de ce canal une réaction que nous 
désignerons par £, et qui sera égale et directement contraire à la pres- 
sion que le point exerce contre le canal , et dont la direction sera per- 
pendiculaire au côté du canal. Or la courl)e formée par ce canal est 
rintersection de deux surfaces dont les équations expriment sa nature ; 
on peut donc considérer la force k comme la résultante des deux réac- 
tions R et R' que le point M éprouve de la part de chacune des surfaces, 
puisque, les directions des trois forces R, R' et k étant perpendiculaires 
au côté de la courbe, elles sont dans un même plan. En nommant ainsi 
^r et Sr' les éléments des directions des forces R et R', directions res- 
pectivement perpendiculaires à chaque surface, il faudra ajouter à Té- 
quation {b) les deux termes RSret Klr\ ce qui la change dans celle-ci 

Si Ton détermine les variations ^, }y, Iz de manière qu'elles appar- 
tiennent à la fois aux deux surfaces, et par conséquent à la courbe for- 
mée par le canal, Sr et Sr' seront nuls, et l'équation précédente se ré- 
duira à l'équation (b), qui par conséquent a encore lieu dans le cas où 
le point M est assujetti à se mouvoir dans un canal ; pourvu qu'au moyen 
des deux équations qui expriment la nature de ce canal, on fasse dispa- 
raître deux des variations Sa:, Sy, ^z. 

Supposons que i^ = o et u'^o soient les équations de deux surfaces 
dont l'intersection forme le canal ; si l'on fait 

R 



s/iÈY^i^y-'i^) 



i'= »' 



^{^H^y-^m 



2 



l'équatiop^ («f) deviea^ra 

= 2 Sis -f- Xdii -h X' du', 

équation dans laquelle on égalera séparément à zéro les coefficients de 
chacune des variations Sa:, iy, iz; on aura ainsi trois équations au 
moyen desquelles on déterminera les valeurs de X et de V, qui donne- 
ront les féactions R et R' des deux surfaces; et, en les composant, on 
aura la réaction k du canal sur le point M, et par conséquent la pres- 
sion que ce point exerce contre le canal. Cette résection, décomposée 
parallèlement à Taxe des x, est égale à 



R -t — hR-T-j ou à 7.-r- -f-V-r-: 
va; ox Ox Ox 



les équationâ de condition u = o, u' = o, auxquelles le mouvement du 
point M est assujetti, expriment donc, au moyen des différences par- 
tielles des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations, les résis- 
tance que le mobile éprouve en vertu des conditions de son mouvement. 
On voit, par ce qui précède, que l'équatioii {b) de l'équilibre a gésé^ 
ralement lieu, pourvu que Ton assujettisse les variations Sa?, Sj, Sz aux 
conditions de l'équilibre. Cette équation peut se traduire dans le prin- 
cipe suivant : 

Si Von fait varier infiniment peu, la position du point M, en sorte qu'il 
reste toujours sur la surface ou sur la courbe qu'il doit suivre s'il nest pas 
entièrement libre, la somme des forces qui le sollicitent , multipliées cha- 
cune par l'espace que le point parcourt^ suivant sa direction, est égaie çk 
zéro, dans le cas de l'équilibre. 

Les variations tx, Sy, ^z étant supposées arbitraires et ijudéipen- 
dantes, on peut dans l'équation (a) substituer aux coordonnées x,y^ z 
trois autres quantités qui en soieot fonctions, et égaler les coefficients 
des variations de ces quantités à zéro. Nommons ainsi p le rayon mené 
de l'origine des coordonnées à la proje<3tion chi point M sur le plan 
des X et des y, et xs l'angle formé par p et par l'axe des x ; nous aurons 

jr-=:pcosGj, / = p$inBj, 
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En considérant donc, dans l'équation (a), u, s, s\... comme fonctions 
de p, 17 et z, et comparant les coefficients de ixs, on aura 

<" ^%=<' 

— — est rexpression de la force V décomposée suivant l'élément pSo. 

Soit y cette force décomposée parallèlement au plan des x et des y, 
et p la perpendiculaire abaissée de l'axe des z sur la direction de V, 

parallèlement au même plan ; ^ — sera une seconde expression de la 

force y décomposée suivant l'élément pSiu; on aura donc 

Si Ton eonçoit la force V appliquée à l'extrémité de b perpendicu- 
laire p, elle tendra à k fair^ tourne^ autour 4e l'axe des .m ; le produit 
de cette feree par la perpeadîcukife est oè que Ton nomme moment de 

k forcé V î)«r ra]^rt ai Taxé deà z\ ce matùéttt éét d6*c égal à V ^; 

et il résulte de l'équation {e) que le moment de (a résultante d'un 
nombre quelconque des forces est égal à la somme des moments de ces 
forées. 
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CHAPITRE IL 



DU MOUVEMENT d'uîC P0I5T MATÉRIEL. 



4. Un point en repos ne peut se donner aucun mouvement, puisqu'il 
ne renferme pas en lui-même de raison pour se mouvoir dans un sens 
plutôt que dans un autre. Lorsqu'il est sollicité par une force quel- 
conque, et ensuite abandonné à lui-même, il se meut constamment 
d'une manière uniforme dans la direction de cette force, s'il n'éprouve 
aucune résistance. Cette tendance de la matière à persévérer dans son 
état de mouvement ou de repos est ce que l'on nomme inertie. C'est la 
première loi du mouvement des corps. 

La direction du mouvement en ligne droite suit évidemment de ce 
qu'il n'y a aucune raison pour que le point s'écarte plutôt à droite qu'à 
gauche de sa direction primitive; mais l'uniformité de son mouvement 
n'est pas de la même évidence. La nature de la force motrice étant in- 
connue, il est impossible de savoir a priori û cette force doit se conser- 
ver sans cesse. A la vérité, un corps étant incapable de se donner aucun 
mouvement à lui-même, il parait également incapable d'altérer celui 
qu'il a reçu; en sorte que la loi d'inertie est au moins la plus naturelle 
et la plus simple que l'on puisse imaginer; elle est d'ailleurs confirmée 
par l'expérience : en effet, nous observons sur la Terre que les mouve- 
ments se perpétuent plus longtemps, à mesure que les obstacles qui s'y 
opposent viennent à diminuer; ce qui nous porte à croire que, sans ces 
obstacles, ils dureraient toujours. Mais l'inertie de la matière est prin- 
cipalement remarquable dans les mouvements célestes, qui, depuis un 
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grand nombre de siècles, n'ont point éprouvé d'altération sensible. 
Ainsi nous regarderons l'inertie comme une loi de la nature, et, lors- 
que nous observerons de l'altération dans le mouvement d'un corps, 
nous supposerons qu'elle est due à l'action d'une cause étrangère. 

Dans le mouvement unifonnej les espaces. parcourus sont proportion- 
nels aux temps; mais les temps employés à décrire un espace déterminé 
sont plus ou moins iQugs^ suivant la grandeur de ]ia force motrice. Ces 
différences ont fait naître l'idée de vitesse, qui, dans le mouvement uni- 
forme, est le rapport de l'espace au temps employé à le parcourir; ainsi, 

s représentant l'espace, t le temps et v la vitesse, on a (^ = -• Le temps 

et l'espace étant des quantités hétérogènes, et par conséquent incom- 
parables, on (Choisit un intelralle de temps déterminé, tel que la se- 
condé, pour Unité de temps; on choisit pareillement iipe unité d'es- 
pace, telle que le mètre; et alôrd l'espace et le temps sont des nombrc^s 
distraits, qui expriment combien ils renferment d'unités de leur espèce, 
et qui peuvent être comparés Tun à l'autre. La vitesse devient ainsi le 
rapport de déilx'îiémbrëâr iàl^tràits, et^toh uhité eàt ta vitesse du* corps 
qui jpârcdùVt tiû llbètrè éàn» une seconde. ' * - ' • • • • ' '• '* 

5. La lQ.jKve.,n!étapt connue q^e pa^ r€;spaçe qu'el^f fait.d^Pirîre 4âns 
un temps déterminât il est naturel de prendre cet espace; pour sa u^^- 
Aure; mais cela suppose que plusieurs forces^ agissant dans le même 
eiensv feront parcourir un espace égal à la somme des ,espaQes que cha- 
oime d'elles eût fait parcourir séparément, ou, ^ce qui revient au même, 
-que ia force est proportionnelle à la vitesse. Ç*est ce que nous ne pou- 
vions pas savoir a priori, vu notre ignorance sur la nature de la force 
•ttiotriee; il faut dpnc, encore, suf cet objet, recpurif* à l'expérience; car 
^'touA ee qui n'est pa& une suite nécessaire du peu de données que nous 
mom suif la pagure idea ehoâes^*estpqni:,n^V^;^u'un jnèsiultat de l'olb- 
servatîon. ^ î^ 

' Nommons ç la vitesse de la Terre, comn^une à tou3 . les corps qui spnt 
à sa surface. Soit/ 4a force dont un de c^ corps M est animé en vertu 
de cette viteasoi et 49Ppû^oys q^: ^ =^/f (/) ^^ h rel&tiqn qui, existe 

OEuvres de L. — I. 3 
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entre la vitesse et la force* f (/) étant une fonction de/ qu'il faut dé- 
terminer par Texpérience. Soient a, b, c les trois forces partielles dans 
lesquelles la force /se décompose parallèlement à trois axes perpendi- 
culaires entre eux. Concevons ensuite le mobile H sollicité par une 
nouvelle force/, qui se décompose en trois autres a", b\ c\ parallèles 
aux mêmes axes. Les forces dont ce mobile sera animé suivant ces axes 
seront a-k-a'^ b-^-b', c-i-c'x et, en nommant F U force unique qui en 
résulte, on aura, par ce qui précède, 

F = v^{a -h a']^ -f- (6 -T- 6')^ -+- :c -:- c')^ 

Si l'on nomme U la vitesse correspondante à F, - ^ "^J' sera cette 

vitesse décomposée parallèlement à Taxe des a ; ainsi la vitesse relative 
du mobile sur la Terre sera , parallèlement à cet axe , 

> M ,, .^ ,. / ■■ ^ „» OU (a-^a )ç(F) — tf9(/). 

Les forces les plus considérables que nous puissions imprimer aux corps 
à la surface de la Terre étant beaucoup plus petites que celles dont ils 
sont animés en vertu du mouvement de la Terre, nous pouvons consi- 
dérer a', b\ e' comme des quantités infiniment petites relativement &/; 
nous aurons ainsi 

¥^f-r^ -yi- — — <> el 9lF) ^ ?(/)•+- —^ ^ 9\fi> 

ç'(/) étant la différentielle de ?(/) divisée par d/. La vitesse relative 
de Mf suivant Taxe des a» deviendra ainsi 

«'?(/) -^ 7 (oa'-i- W-4- ce'] <p'(/). 

Ses vitesses relatives, suivant les axes des b et des e, seront 

C <p (/) -H j (oa' -h 66' -h ce' ) 9' (/). 
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La position des axes des a, des b et des c étant arbitraire, nous pouvons 
prendre la direction de la force imprimée pour Taxe des a, et alors b' 
et (/ seront nuls; les vitesses relatives précédentes se changent dans 
celles-ci 

Si f'(/) n'est pas nul, le mobile, en vertu de la force imprimée a", 
aura une vitesse relative perpendiculaire à la direction de cette force, 
pourvu que fr et c ne soient pas nuls, c'est-à-dire, pourvu que la direc- 
tion de cette force ne coïncide pas avec celle du mouvement de la Terre. 
Ainsi, en concevant qu'un globe en repos sur un plan horizontal très- 
uni vienne à être frappé par la base d'un cylindre droit, mû suivant la 
direction de son axe supposé horizontal, le mouvement relatif apparent 
du globe ne serait point parallèle à cet axe dans toutes les positions 
de l'axe par rapport à l'horizon. Voilà donc un moyen simple de recon- 
naître par l'expérience si 9'(/) a une valeur sensible sur la Terre; mais 
les expériences les plus précises ne font apercevoir, dans le mouvement 
apparent du globe, aucune déviation de la direction de la force impri- 
mée; d'où il suit que sur la Terre <p'(/) est nul à très-peu près. Sa va- 
leur, pour peu qu'elle fût sensible, se manifesterait principalement 
dans la durée des oscillations du pendule, durée qui serait différente 
suivant la position du plan de son mouvement par rapport à la direc- 
tion du mouvement de la Terre. Les observations les plus exactes ne 
laissant apercevoir aucune différence semblable, nous devons en con- 
clure que f'(/) est insensible et peut être supposé nul sur la Terre. 

Si l'équation <p'(/) = o avait lieu quelle que soit la force/, <p(/) 
serait constant, et la vitesse serait proportionnelle à la force ; elle lui 
serait encore proportionnelle si la fonction 9 (/) n'était composée que 
d'un seul terme, puisque, autrement, f'(/) ne serait jamais nul,/ ne 
l'étant pas ; il fendrait donc, si la vitesse n'était pas proportionnelle à 
la force, supposer que, dans la nature, la fonction de la vitesse qui ex- 
prime la force est fermée de plusieurs termes, ce qui est peu probable; 
il faudrait supposer, de plus, q«e la vitesse de la Terre est exacteiMnt 

3. 
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celle qui convient à Téquation (p'(/) = o, ce qui est contre toute vrai- 
semblance. D'ailleurs la vitesse de la Terre varie dans les diverses sai- 
sons de Tannée : elle est d*un trentième environ plus ^ande en hiver 
qu'en été. Cette variation est plus considérable encore si, comme tout 
parait l'indiquer, le Système solaire est en mouvement dans l'espace; 
car, selon que ce mouvement progressif conspire avec celui de la Terre, 
ou selon qu'il lui est contraire, il doit en résulter,' pendant le cours de 
l'année, de grandes variations dans le mouvement absolu de la Terre, 
ce qui devrait altérer l'équation dont il s'agit et le rapport de la force 
imprimée à la vitesse absolue qui en résulte, si cette équation et ce 
rapport n'étaient pas indépendants du mouvement de la Terre : cepen- 
dant l'observation n'y fait apercevoir aucune altération sensible. 
Voilà donc deux lois du mouvement : savoir, la loi d'inertie et celle 

• 

de la force proportionnelle à la vitesse, qui sont données par l'observa- 
tion. Elles sont les plus naturelles et les plus simples que l'on puisse 
imaginer, et sans doute elles dérivent de la nature même de la matière ; 
mais, cette nature étant inconnue, elles ne sont pour nous que des faits 
observés, les seuls, au reste, que la Mécanique emprunte de l'expérience. 

6. La vitesse étant proportionnelle à la force, ces deux quantités 
peuvent être représentées l'une par l'autre, et tout ce que nous avons 
établi précédemment sur la composition des forces s'applique à la com- 
position des vitesses. Il en résulte que les mouvements relatifs d'un 
système de corps animés de forces quelconques sont les mêmes, quel 
que soit leur mouvement commun; car ce dernier mouvement, décom- 
posé en trois autres parallèles à trois axes fixes, ne fait qu'accroître 
d'une même quantité les vitesses partielles de chaque corps parallèle- 
ment à ces axes; et comme leur vitesse relative ne dépend que de la 
différence de ces vitesses partielles, elle est la même, quel que soit le 
mouvement commun à tous les corps : il est donc impossible alors de 
juger du mouvement absolu d'un système dont on fait partie, par les 
apparences que l'on y observe, et c'est ce qui caractérise la loi de la 
proportionnalité de la force à la vitesse. 
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Il résulte encore du n® 3 que, si Ton projette chaque force et leur 
résultante sur un plan fixe, la somme des moments des forces compo- 
santes ainsi projetées, par rapport à un point fixe pris sur le plan, est 
égale au moment de la projection de la résultante : or, si de ce point 
on mène au mobile un rayon que nous nommerons rayon vecteur, ce 
rayon, projeté sur le plan fixe, y tracerait, en vertu de chaque force agis- 
sant séparément, une aire égale au produit de la projection de la ligne 
qu'elle ferait décrire par la moitié de la perpendiculaire abaissée du 
point fixe sur cette projection : cette aire est donc proportionnelle au 
temps. Elle est encore, dans un temps donné, proportionnelle au mo- 
ment de la projection de la force ; ainsi la somme des aires que trace- 
rait la projection du rayon vecteur en vertu de chaque force compo- 
sante, si elle agissait seule, est égale à Taire que la résultante fait 
décrire k cette projection. Il suit de là que, si un mobile, projeté 
d*abord en ligne droite, est ensuite sollicité par des forces quelconques 
dirigées vers le point fixe, son rayon vecteur décrira toujours autour 
de ce point des aires proportionnelles aux temps, puisque les aires, que 
feraient décrire à ce rayon les nouvelles composantes, seraient nulles. 
Réciproquement, on voit que, si le mobile décrit autour du point fixe 
des aires proportionnelles aux temps, la résultante des nouvelles forces 
qui le sollicitent est constamment dirigée vers ce point. 

7. Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité par des 
forces qui semblent agir d'une manière continue, telles que la pesan- 
teur. Les causes de cette force et des forces semblables qui ont lieu 
dans la nature étant inconnues, il est impossible de savoir si elles agis- 
sent sans interruption, ou si leurs actions successives sont séparées par 
des intervalles de temps dont la durée est insensible; mais il est facile 
de s'assurer que les phénomènes doivent être à très-peu près les mêmes 
dans ces deux hypothèses; caç, si l'on représente la vitesse d'un corps 
sollicité par une force sans cesse agissante, par l'ordonnée d'une courbe 
dont l'abscisse représente le temps, cette courbe, dans la seconde hy- 
pothèse, se changera dans un polygone d'un très-grand nombre de 



33 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

côtés, et qui, par cette raison, pourra se confondre avec la courbe. Nous 
adopterons la première hypothèse avec les Géomètres, et nous suppo- 
serons que l'intervalle de temps, qui sépare deux actions consécutives 
d'une force quelconque, est égal à l'élément dt du temps que nous dé- 
signerons par t. Il est clair qu'il faut alors supposer l'action de la force 
d'autant plus considérable, que l'intervalle qui sépare ses actions suc- 
cessives est supposé plus grand, afin qu'après le même temps / la vitesse 
soit la même; l'action instantanée d'une force doit donc être supposée 
en raison de son intensité et de l'élément du temps pendant lequel elle 
est supposée agir. Ainsi, en représentant par P cette intensité, on doit 
supposer, au commencement de chaque instant dt^ le mobile sollicité 
par une force P^/, et mû uniformément pendant cet instant. Cela posé : 
On peut réduire toutes les forces qui sollicitent un point M à trois 
forces P, Q, R, agissant parallèlement à trois coordonnées rectangles 
^* y* Zf qui déterminent la position de ce point; nous supposerons ces 
forces agir en sens contraire de l'origine de ces coordonnées, ou tendre 
à les accroître. Au commencement d'un nouvel instant <//, le mobile 
reçoit, dans le sens de chacune de ces coordonnées, les accroissements 
de force ou de vitesse P<//, Qdt^ Kdi. Les vitesses du point M, paral- 
lèles à ces coordonnées, sont ^î ^» ^; car, dans un instant infini- 
ment petit, elles peuvent être censées uniformes, et par conséquent 
égales aux espaces élémentaires divisés par l'élément du temps. Les 
vitesses dont le mobile est animé au commencement d'un nouvel in- 
stant sont par conséquent 

iî*""- |-o^<, ^-^«rf-. 



ou 



dx jdx jdx -. j^ 
ds jdz jdz _ . 
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Mais, dans ce nouvel instant, les vitesses dont le mobile est animé pa- 
rallèlement aux coordonnées x, y^ z sont évidemment 



les forces 



dx ,d[r dr .dr dz jdz 

dt-^^dF' £-^^1' dt-^'^di'^ 



d^-yfdt, -d^^Qdt, -rf^ + Rrf/ 



doivent donc être détruites, en sorte que le mobile M, en vertu de ces 
forces seules, serait en équilibre. Ainsi, en désignant par ^, ly, ^z les 
variations quelconques des trois coordonnées x^y^ z^ variations qu'il 
ne faut pas confondre avec les différences dx, dy, dz qui expriment les 
espaces que le mobile décrit parallèlement aux coordonnées durant 
l'instant di, l'équation (6) du n^ 3 deviendra 

;/) o = ixl^d^-^fdt)-,dr{d^-Qdi^-^dzl^d^-Rdty 

Si le point M est libre, on égalera séparément à zéro les coefficients de 
3b7, iy et tz, et Ton aura, en supposant constant l'élément di du temps, 
les trois équations différentielles 

'31^-^^' "3/5--^^ W-^' 

Si le point M n'est pas libre, en sorte qu'il soit assujetti à se mou- 
voir sur une surface ou sur une ligne courbe, on éliminera de l'équa- 
tion (/) , au moyen des équations à la sur&ce ou à la courbe , autant 
de variations Ix^ ^y^ %z qu'il y aura d'équations» et l'on égalera séparé- 
ment à zéro les coefficients des variations restantes. 

8. On peut supposer dans l'équation (/) les variations Ix, iy, Zz 
égales aux différentielles dx, dy, dz, puisque ces différentielles sont 
nécessairement assujetties aux conditions du mouvement du mobile M. 
En faisant cette supposition, et en intégrant ensuite l'équation (/), on 
aura 

^^ — c-h»/(Pd:r-hQ</j-+-Rd«), 
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c étant une constante arbitraire. ^ "^ .-T, "^ — est le carré de la vi- 

tesse de M, vitesse que nous désignerons par v; en supposant donc que 
Pdœ-hQdy-h^dz soit la différence exacte d'une fonction f, on aura 



2 — 



Ce cas a lieu lorsque les forces qui sollicitent le point M sont fonc- 
tions des distances de leurs origines à ce point, ce qui comprend à peu 
. près toutes les forces de la nature. En effet, S, S',... représentant ces 
forces, et s, s\... étant les distances du point M à leurs origines, la 
résultante de toutes ces forces, multipliée par la variation de sa di- 
rection, sera, par le n^ 2, égale a 2S^; elle est encore égale à 
PSa?-f-QSjH- RSz; on a donc 

Vdx H- Q$x -^ R5z -^ 2SÔ5; 

ainsi, le second membre de cette équation étant une différence exacte, 
le premier membre Test pareillement. 

Il résulte de l'équation {g) : i® que, si le point M n'est sollicité par 
aucune force, sa vitesse est constante, puisque alors 9 = 0; c'est ce 
dont il est facile de s'assurer d'ailleurs, en observant qu'un corps mû 
dans une surface ou sur une ligne courbe ne perd, à la rencontre de 
chaque plan infiniment petit de la surface ou de chaque côté infi- 
niment petit de la courbe, qu'une partie infiniment petite du second 
ordre de sa vitesse; 2^ que le point M, en partant d'un point donné 
avec une vitesse donnée pour arriver a un autre point , aura , en par- 
venant à ce dernier point, la même vitesse, quelle que soit la courbe 
qu'il aura décrite. 

^ Mais, si le mobile n'est point assujetti à se mouvoir sur une courbe 
déterminée, la courbe qu'il décrit jouit d'une propriété singulière, à 
laquelle on a été conduit par des considérations métaphysiques, et qui 
n'est au fond qu'un résultat remarquable des équations différentielles 
précédentes. Elle consiste en ce que l'intégrale fi^cb, comprise entre 
les deux points extrêmes de la courbe décrite , y est moindre que sur 
toute autre courbe, si le corps est libre, ou sur toute autre courbe assu- 
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jettie' à la même surface sur laquelle il doit se mouvoir» s'il n'est pas 
entièrement libre. 

Pour le faire voir, nous observerons que, Vdx-^-Qtfy-i-Rdz étant 
supposé une différentielle exacte, l'équation {g) donne 

vdv :ir: pa^r -h Qdj -h Riz ; 

l'équation (/) du numéro précédent devient ainsi 

o=:dx,d-7r ^^'d-^ -hdx.d-^ —^dt.iv. 

Nommons d$ l'élément de la courbe décrite par le mobile ; nous aurons 



partant 

[h] , o — dx.d-TT- -hdX'd-rr -i-dz.d-^- — ds.iv; 

m 

en différentiant par rapport à S Texpression de ds, on a 

dt dt dt "^ dt 

Les caractéristiques </ et S étant indépendantes, on peut les placer à 
volonté l'une avant l'autre ; l'équation précédente peut ainsi prendre 
cette forme 

^, d{dxix-hdrir-^dxiz] ^ ,dx ^ ,dr ^ jdz 

en retranchant du premier membre de cette équation le second membre 
de Téquation (A), on aura 

* / j \ d[dxix-\- drèr-\- dz iz ] 

Cette dernière équation, intégrée par rapport à la caractéristique d, 
donne 

^^ j dxix-^- dySr-^-dzSz 
ifçds = const. -f -j-^ • 

Œuvres de L, -^ i. 4 
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Si l'on étend l'intégrale à la courbe entière décrite par le mobile» et 
si l'on suppose les points extrêmes de cette courbe invariables, on aura 
%Jvds = o; c'est-à-dire que, de toutes les courbes suivant lesquelles le 
mobile assujetti aux forces P, Q, R peut parvenir d'un point donné à un 
autre point donné, il décrira celle dans laquelle la variation de l'inté- 
grale fi^ds est nulle, et dans laquelle, par conséquent, cette intégrale 
est un minimum. 

Si le point se meut dans une surface courbe, sans être sollicité par 
aucune force, sa vitesse est alors constante, et l'intégrale fi^ds devient 
i^fds; ainsi la courbe décrite par le mobile est, dans ce cas, la plus 
courte que l'on puisse tracer sur la surface, du point de départ au point 
d'arrivée. 

9. Déterminons la pression qu'un point, mû dans une surface, exerce 
contre elle. Au lieu d'éliminer de l'équation (/) du n*^ 7 une des varia- 
tions ho, ^y, ^z, au moyen de l'équation à la surface, on peut, par le 
n^ 3, ajouter à cette équation l'équation différentielle de la surface, 
multipliée par une indéterminée —\dt, et considérer ensuite les trois 
variations %x, Sj, Sz comme indépendantes. Soit donc u = o l'équation 
de la surface; on ajoutera à l'équation (/) le terme —'k^udt, et la 
pression que le point exerce contre la surface sera, par le n^ 3, égale à 



Supposons d'abord que le point ne soit sollicité par aucune force, 
sa vitesse ('sera constante; si l'on observe ensuite que vdt = dsy l'élé- 
ment dt du temps étant supposé constant, l'élément ds de la courbe 
décrite le sera pareillement, et l'équation (/}, augmentée du terme 
— \^udt, donnera les trois suivantes 

, d'^x ^ôu , d^r ^ au - d^z . du 

ds^ ôx ds^ ôy ds^ dz 

d'où Ton tire 

. , /"/ àûy ïâu \ a (ôuy __ V» ^(d^x)* -^ (d*x)* -^ {d^z)^ 
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Mais, ds étant constant, le rayon osculateur de la courbe décrite par le 
mobile est égal à . 



V(d«jr)»-+-(rfY)*-^(rf'^'2)*' 



en nommant donc r ce rayon , on aura 



-^. / iàu\^ ldu\^ /du\^ V» 

c'est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface est 
égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur de la courbe 
qu'il décrit. 

Si le point se meut dans une surface sphérique, il décrira la circon- 
férence du grand cercle de la sphère qui passe par la direction primi- 
tive de son mouvement, puisqu'il n'y a pas de raison pour qu'il s'écarte 
plutôt à droite qu'à gauche du plan de ce cercle : sa pression contre la 
surface, ou, ce qui revient au même, contre la circonférence qu'il dé- 
crit, est donc égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon de cette 
circonférence. 

Concevons le point attaché à l'extrémité d'un fil supposé sans masse, 
et dont l'autre extrémité soit fixe au centre de la surface ; il est visible 
que la pression exercée par ce point contre la circonférence est égale à 
la tension qu'éprouverait le fil, si le point n'était retenu que par lui. 
L'effort, que ce point ferait pour tendre le fil et pour s'éloigner du centre 
de la circonférence, est ce que l'on nomme y&n:^ centrifuge; ainsi la 
force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon. 

Dans le mouvement d'un point sur une courbe quelconque, la force 
centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon oscula- 
teur de la courbe, puisque l'arc infiniment petit de cette courbe se con- 
fond avec la circonférence du cercle osculateur ; on aura donc la pres- 
sion que le point exerce contre la courbe qu'il décrit, en ajoutant au 
carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur, la pression due aux 
forces qui sollicitent ce point. 

Dans 16 mouvement d'un point sur une surface, la pression due à la 

4. 



28 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

force centrifuge est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon oscu- 
lateur de la courbe décrite par ce point, et multiplié par le sinus de l'in- 
clinaison du plan du cercle osculateur sur le plan tangent y la surface; 
eo ajoutant à cette pression celle qui est due à l'action des forces qui sol- 
licitent le point, on aura la pression totale qu'il exerce contre la surface. 
Nous venons de voir que, si le point n'est animé d'aucune force, sa 
pression contre la surface est égale au carré de sa vitesse, divisé par le 
rayon osculateur de la courhe décrite; le plan du cercle osculateur, 
c'est-à-dire le plan qui passe par deux côtés consécutifs de la courbe 
décrite par le point, est donc alors perpendiculaire à la surface. Cette 
courbe, relativement à la surface de la Terre, est celle que l'on a nom- 
mée />c/penrf(c«i!flire à la méridienne, et nous avons prouvé (8) qu'elle est 
la plus courte que l'on puisse mener d'un point à un autre sur la surface. 

10. De toutes les forces que nous observons sur la Terre, la plus re- 
marquable est la pesanteur; elle pénètre les parties les plus intimes des 
corps, et sans la résistance de l'air elle les ferait tomber avec une égale 
vitesse. La pesanteur est à fort peu près la même sur les plus grandes 
hauteurs où nous puissions nous élever, et dans les plus grandes pro- 
fondeurs où nous puissions descendre; sa direction est perpendiculaire 
il l'horizon, mais dans les mouvements des projectiles on peut supposer, 
saos erreur sensible, qu'elle est constante et qu'elle agit suivant des 
droites parallèles, vu le peu d'étendue des courbes qu'ils décrivent, re- 
lativement k la circonférence de la Terre. Ces corps étant mus dans un 
tluide résistant, nous nommerons € la résistance qu'ils en éprouvent, 
et qui est dirigée suivant le côté de la courbe qu'ils décrivent, côté que 
nous désignerons par ds; nous nommerons, de plus, g la pesanteur. 
Cela posé : 

Reprenons l'équation (/; du a° 7, et supposons que le plan des x et 
desy soit horizontal, et que l'origine des z soit au point le plus élevé; 
la force S produira, suivant les coordonnées x, y, z, les trois forces 

37' rfj ' d* ' 
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on aura donc» par le n^ 7, 
et l'équatioii (/) devient 
Si le corps est entièrement libre, on aura les trois équations 

jdx t^dx j' .dy i^dy j^ jdz ^dz ,^ ,^ 

^^^3F-^^Â^'' ^^^^-^^rfT*' o = d-^^s^dt^-gdi. 
Les deux premières donnent 

dr jdx dx jdr 

d'où l'on tire» en intégrant» 

dx —fdy^ 

/étant une constante arbitraire. Cette équation est celle d'une droite 
horizontale; ainsi le corps se meut dans un plan vertical. En prenant 
ce plan pour celui des x et des Zy on aura y = o ; les deux équations 



dx ^dx j^ jdz ^dz 



0:^rf^+S^rf/, o = d^+i'^dt-gdt 



donneront, en faisant dx constant, 

- dsd*t d*z dzd*t „dz ,, ., 

d'où l'on tire gdt^ = d^z^ et, en différentiant» 

2gdtd^t=zd^z; 

en substituant pour rf*^ sa valeur ~^— > et pour dt^ sa valeur — ? on 
aura 

g _ dsd^z 

g '^2(d^zy^' 
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Cette équation donne la loi de la résistance 6, nécessaire pour faire dé- 
crire au projectile une courbe déterminée. 
Si la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse* 6 est égal 

a A ^9 A étant constant dans le cas où la densité du milieu est uni- 
forme. On a alors 

g T gdt^ ~ d^z ' 
partant hds= -^5-; ce qui donne, en intégrant* 

or* 

a étant une constante arbitraire* et c étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité. Si Ton suppose nulle la résistance du milieu* 
ou A = o* on aura* en intégrant* l'équation à la parabole 

z z=L ax^ H- 6 j: -1- e* 

6, e étant des constantes arbitraires. 
L'équation différentielle d^z = g dû donnera dt^ = — <&** d'où l'on 

o 

/o /Z 

tire t = x K/ h/'. Supposons que x^ z ei t commencent ensemble; 

on aura e = o * /' = o * et par conséquent 



V s 



ce qui donne 



2 



V ia 



Ces trois équations renferment toute la théorie des projectiles dans le 
vide; il en résulte que la vitesse est uniforme dans le sens horizontal* 
et que dans le sens vertical elle est la même que si le corps tombait sui- 
vant la verticale. 
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Si le mobile part de l'état du repos, b sera nuU et Ton aura 

la vitesse acquise croit donc comme le temps, et l'espace croit comme le 
carré du temps. 

Il est facile, au moyen de ces formules, de comparer la force centri- 
fuge à la pesanteur. On a vu précédemment que, v étant la vitesse d'un 
corps mû dans une circonférence dont le rayon est r, la force centrifuge 

est — • Soit h la hauteur dont il devrait tomber pour acquérir la vi- 
tesse v; on aura, par ce qui précède, v^=tigh\ d'où l'on tire 

c* _ 2A 

Si A = ^r, la force centrifuge devient égale à la pesanteur^; ainsi un 
corps pesant attaché à l'extrémité d'un fil fixe par son autre extrémité, 
sur un plan horizontal, tendra ce fil avec la même force que s'il était 
suspendu verticalement, pourvu qu'il se meuve sur ce plan avec la vi- 
tesse qu'il acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la 
longueur du fil. 

1 1 . Considérons le mouvement d'un corps pesant dans une surface 
sphérique. En nommant r son rayon, et fixant à son centre l'origine des 
coordonnées x, y, z, on aura r' — x^ —y^ — js^ — o ; cette équation, 
comparée à celle-ci w = o, donne m = r^ — o?^ — y* — z* ; en ajoutant 
donc à l'équation (/) du n*^ 7 la fonction Si£, multipliée par l'indéter- 
minée — lât^ on aura 



o 



dx Id -^ -h ^Ix dt\ H-i/lrf—^H-aXjrfn H-^^(^^ -^i^lzdt — gdn , 



équation dans laquelle on pourra égaler séparément à zéro les coeffi- 
cients de chacune des variations Zx^ iy, Sjs, ce qui donne les trois équa- 
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lions suivantes 



;a; 



o :^ rf -T- -h^t'kzdt — gdt . 

L'indéterminée X fait connaître la pression que le mobile exerce 
contre la surface. Cette pression est» par le n^ 9, égale à 



., /(àuy (ôuy fâny 



elle est par conséquent égale à a Xr; or on a, par le n^ 8, 



C -f- 2gZ =: - - 



dx^ -+- dr^ -^ dz^ 



dt^ 



1 >. 



c étant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation aux équa- 
tions (A) divisées par dt, et multipliées respectivement par Xy y^ z; 
en observant ensuite que, l'équation différentielle de la surface étant 
<) " œdx -i-ydy -h zdz, on a 

o -- xd^x -hyd^x-r- zd^z -h dx^ ~h dy^ -h dz-, 

on trouvera 

c -î S/ç-z 



i>.\r 



r 



Si Ton multiplie la première des équations (A) par —y, et qu'on l'a- 
joute à la seconde multipliée par Xy on aura» en intégrant leur somme» 



xdr — ydx 

dt ^' 



c' étant une nouvelle arbitraire. 
Le mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations diffé- 
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rentielles du premier ordre 

xdx -^jrdjr = — zdz, 
X dy — y dx ^^ c' dty 

dx^ -^ dy^ -h dz^ 



di^ 



C -h2gZ, 



En élevant chaque membre des deux premières au carré et en les ajou- 
tant, on aura 

si l'on substitue au lieu de x^ 4-^ sa valeur r^ — z^, et au lieu de 

dx^-hdr^ j^a 

— jsT^^— ^^ valeur c-^ ^g^ — ^7^^ on aura, en supposant que le 
corps s'éloigne de la verticale, 

— rdz 



dt--:=. 



yl[r'^ — Z^) [c-^-T-gz] —C^ 



La fonction sous le radical peut être mise sous la forme 

(a — z)(z-i)(2g-z-4-/), 

a, 6, /étant déterminés par les équations 

•^ ■" a-Vb " 

__ ^iglr^ — a^ — ab — b*) 
a-^ b 

a-i-b 

On peut ainsi substituer aux arbitraires c et c' les nouvelles arbitraire^ 
a et b, dont la première est la plus grande valeur de z^ et dont la se- 
conde est la plus petite valeur. En faisant ensuite 



GEwfrti dt L. — I. 
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l'équation différentielle précédente deviendra 

dt ==: -^: - ^ • -^=r:—=z 



.:.--. "i 



«2 — é2 






Y« étant égal à --^^,,^^,_^, 

L'angle donne la coordonnée z au moyen de Téquation 

•z ■-- a cos^ -r- i sin^ 9, 

et la coordonnée z, divisée par r, exprime le cosinus de Tangle que le 
rayon r fait avec la verticale. 

Soit x3 l'angle que le plan vertical qui passe par le rayon r fait avec le 
plan vertical qui passe par Taxe des x\ on aura 

ce qui donne 

xdy — ydx^^ ^r^ — z'^] dxn; 

l'équation xdy —ydx -■ ddt donnera ainsi 

, c'dt 

axs =^ — — r • 

r^ — ^2 

En substituant pour z et dt leurs valeurs précédentes en 0, on aura 
l'angle u en fonction de 0; ainsi l'on connaîtra, pour un temps quel- 
conque, les deux angles et u, ce qui suffit pour déterminer la position 

du mobile. 

Nommons demi-oscillation du mobile le temps qu'il emploie à parve- 
nir de la plus grande à la plus petite valeur de z; soit ^T ce temps. 
Pour le déterminer, il faut intégrer la valeur précédente de dt depuis 
= jusqu'à = Jtt, tt étant la demi-circonférence dont le rayon est 
l'unité; on trouvera ainsi 



Concevons le point suspendu à l'extrémité d'un fil sans masse, et fixe 
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par son autre extrémité; si la longueur du fil est r, le mobile sera mù 
exactement comme dans l'intérieur d'une surface sphérique ; il formera 
avec le fil un pendule dont le cosinus du plus grand écart de la verticale 

sera -• Si Ton suppose que dans cet état la vitesse du mobile soit nulle, 

il oscillera dans: un plan vertical, et Ton aura dans ce cas 

r— b 

La fraction est le carré du sinus de la moitié du plus grand angle 

que le fil forme avec la verticale ; la durée entière T de l'oscillation du 
pendule sera donc 

Si l'oscillation est très-petite, — — est une très-petite fraction que 
l'on peut négliger, et alors on a 



Ti-rr 






les oscillations fort petites sont donc isochrones, ou de même durée, 
quelle que soit leur étendue ; et l'on peut facilement, au moyen de cette 
durée et de la longueur correspondante du pendule, déterminer les va- 
riations de l'intensité de la pesanteur dans les divers lieux de la Terre. 
Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps pendant le 
temps T; on aura, par le n® 10, 2z — gT^, et par conséquent z — ^w^r; 
on aura donc ainsi, avec une grande précision, au moyen de la longueur 
du pendule à secondes, l'espace que la pesanteur fait parcourir aux 
corps dans la première seconde de leur chute. Des expériences très- 
exactes ayant fait voir que la longueur du pendule à secondes est la 
même, quelles que soient les substances que l'on fait osciller, il en ré- 
sulte que la pesanteur agit également sur tous les corps, et qu'elle tend, 
dans le même lieu, à leur imprimer dans le même temps la même vitesse. 



5. 
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12. L'isochronisme des oscillations du pendule n'étant qu'approché» 
il est intéressant de connaître la courbe sur laquelle un corps pesant 
doit se mouvoir, pour arriver dans le même temps au point où son mou- 
vement cesse, quel que soit l'arc qu'il aura décrit depuis le point le 
plus bas. Mais, pour embrasser ce problème dans toute sa généralité, 
nous supposerons, conformément à ce qui a lieu dans la nature, que 
le mobile se meut dans un milieu résistant. Soient s l'arc décrit depuis 
le point le plus bas de la courbe, z l'abscisse verticale comptée de ce 
point, dt l'élément du temps et g la pesanteur. La force retardatrice 
le long de l'arc de la courbe sera : i^ la pesanteur décomposée suivant 

l'arc ds, et qui devient ainsi égale à g-j^] 2^ Ist résistance du milieu, 
que nous exprimerons par çlgr)» jt étant la vitesse du mobile, et 
9 (y.) étant une fonction quelconque de cette vitesse. La différentielle 

de cette vitesse sera, par le n^ 7, égale à "-©^""Pl^j^ ^^ ^^^ 
donc, en faisant dt constant, 

d^ê dz /ds\ 

Hiippo^onn ? ( 7!) • ^^ '1 •+- ^« ^^,' ^t ^ = !' (^ ) î ^^ désignant par ^'[s) 

h ilirt'énînciî de \[s') divisée parafe', et par ^"^Z) celle de ^'(5') divisée 
pfir d»\ on a uni 

d» d»' , ., ,. 

dt^ dt^ ■> '* ' -"■ dn -^^^ )' 



'• " de '"di de' <!/'(«') " d*'\<if'[*TY 
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On fera disparaître le terme multiplié par -t^y ^^ moyen de l'équation 

d'où l'on tire, en intégrant, 

h et q étant des arbitraires. Si Ton fait commencer 5' avec s^ on aura 
hq" = I, et si l'on fait, pour plus de simplicité, A — i, on aura 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité ; l'équa- 
tion différentielle (/) devient alors 

dW ds' ^ dz . ,., 

En supposant $' très-petit, nous pourrons développer le dernier terme 
de cette équation dans une âuite ascendante par rapport aux puissances 
de s\ et qui sera de cette forme fe' -+-&'' + ... , / étant plus grand que 
l'unité; ce qui donne 

d^s' ds' , , ,,. 
dt^ dt 



mt 



Cette équation, multipliée par c* (cosy^-i- v^— i siny^), et ensuite in- 
tégrée, devient, y étant supposé égal à \/^— -j-'> 

c» (cosy/-t-v'-'SinyO[5^^- \T~'^^')*'\ 
s'^dt.c^ (cosy/H- v/^siny/) — 

En comparant séparément les parties réelles et les parties imaginaires. 
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OD aura deux équations aa mojeD desquelles on pourra étindner ^; 
mais il nous sa£Bra ici de considérer la suivante 



C -.- siny/ — c ^ s ( — siny/ — ycosy/) — — l J s^di.c^ siayt — - ., 

les intégrales du second membre étant supposées commencer avec /. 

Nommons T la valeur de / à la fin du mouvement, où j- est nul ; on 
aura, à cet instant, 

«T _- /•mi 



c 



* 1 j — sin/T — ycosyT) - — l J s'di.c^ slnyi — . . . 



Dans le cas de / infiniment petit, le second membre de cette équation 
se réduit à zéro par rapport au premier, et l'on a 



o = — smyT — y cosyT, 



d*oii Ton tire 

tangyT ^ ^ ; 



m 



et, comme le temps T est, par la supposition, indépendant de Tare par* 
couru, cette valeur de tangyT a lieu pour un arc quelconque, ce qui 
donne, quel que soit s\ 

C ~ 

o=^l J s'^di.c* siny /-..., 

rintégrale étant prise depuis / — o jusqu'à / — T. En supposant s très- 
petit, cette équation se réduit à son premier terme, et elle ne peut être 



satisfaite qu'en faisant /- o; car, le facteur c * siny/ étant constam- 
ment positif depuis t --o jusqu'à i = T, l'intégrale précédente est né- 
cessairement positive dans cet intervalle. Il ne peut donc y avoir de 
tautocbronisme que dans la supposition de 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE I. 39 

ce qui donne pour Téquation de la courbe tautochrone 

, kds . „. 

Dans le vide, et lorsque la résistance est proportionnelle à la simple 
vitesse, n est nul , et cette équation devient 

gdz --ksdsy 

équation à la cycloïde. 

Il est remarquable que le coefficient n de la partie de la résistance, 
proportionnelle au carré de la vitesse, n'entre point dans l'expression 
du temps T, et il est visible, par l'analyse précédente, que cette expres- 
sion serait la même, si Ton ajoutait à la loi précédente de la résistance 
1 . ds^ ds* 

les termes/>j^4-y^-f .... 
Soit, en général. R la force retardatrice le long de la courbe; on aura 

S est une fonction du temps / et de Tare total parcouru, qui par consé- 
quent est fonction de / et de s. En différentiant cette dernière fonction, 
on aura une équation différentielle de cette forme 

* - V 
di ' ' 

V étant une fonction de t et de s, qui doit être nulle, par la condition du 
problème, lorsque t a une valeur déterminée et indépendante de Tare 
total parcouru. Supposons, par exemple, V~ ST, S étant fonction de s 
seul, et / étant fonction de T seul; on aura 

dt^ " ds dt ''~^dt ~" Sds dt' '^^ dt' 
mais Téquation t- = ST donne t, et par conséquent -^ égal à une fonc- 
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tion de ^^t fonction que nous désignerons par ^jj/ï 'M<;//') ^ '^^ ^^^ 
donc 

dt^ ~^dt^lds ^\^di)\ " 

Telle est Texpression de la résistance qui convient à Téquation diffé- 
rentielle --T- r-ST; et il est facile de Toir qu'elle embrasse le cas de la 

résistance proportionnelle aux deux premières puissances de la vitesse, 
multipliées respectivement par des coefficients constants. D'autres équa- 
tions différentielles donneraient d'autres lois de résistance. 
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CHAPITRE III. 



DE l'équilibre d'un SYSTÈME DE CORPS. 



13. Le cas le plus simple de l'équilibre de plusieurs corps est celui 
de deux points matériels qui se choquent avec des vitesses égales et 
directement contraires; leur impénétrabilité mutuelle anéantit évidem- 
ment leur vitesse, et les réduit à l'état du repos. 

Concevons présentement un nombre m de points matériels contigus, 
disposés en ligne droite, et animés de la vitesse u dans la direction de 
cette droite. Concevons pareillement un nombre m' de points contigus, 
disposés sur la même droite, et animés de la vitesse u' directement con- 
traire à u, en sorte que les deux systèmes viennent à se choquer. Il doit 
exister, pour leur équilibre à l'instant du choc, un rapport entre u et u\ 
qu'il s'agit de déterminer. 

Pour cela, nous observerons que le système m, animé de la vitesse u, 
ferait équilibre à un seul point matériel animé de la vitesse mu dirigée 
en sens contraire; car chaque point du système détruirait dans ce der- 
nier point une vitesse égale à u, et par conséquent ses m points détrui- 
raient la vitesse entière mu\ on peut donc substituer à ce système un 
seul point animé de la vitesse mu. On peut semblablement substituer 
au système m' un seul point animé de la vitesse tw'w'; or, les deux sys- 
tèmes étant supposés se faire équilibre, les deux points qui en tiennent 
lieu doivent pareillement se faire équilibre, ce qui exige que leurs 
vitesses soient égales ; on a donc pour la condition de l'équilibre des 
deux systèmes mu = m'u. 

Œuvres de Z. — I. 6 
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La masse d'un corps est le nombre de ses points matériels, et Ton 
nomme quantité de mouvement le produit de la masse par la vitesse; 
c'est aussi ce que Ton entend par la force d'un corps en mouvement. 
Pour Téquilibre de deux corps ou de deux systèmes de points qui vien- 
nent à se choquer en sens contraire, les quantités de mouvement ou 
les forces opposées doivent être égales, et par conséquent les vitesses 
doivent être réciproques aux masses. 

La densité des corps dépend du nombre des points matériels qu'ils 
renferment sous un volume donné. Pour avoir leur densité absolue, 
il faudrait pouvoir comparer leurs masses à celle d'une substance qui 
n'aurait point de pores; mais on n'en connaît point de semblables; on 
ne peut donc avoir que la densité relative des corps, c'est-à-dire, le 
rapport de leur densité à celle d'une substance donnée. Il est visible 
que la masse est en raison du volume et de la densité; en nommant 
donc M la masse d'un corps, U son volume et D sa densité, on a géné- 
ralement M ^ DU, équation dans laquelle on doit observer que les quan- 
tités M, D et U expriment des rapports à des unités de leur espèce. 

Ce que nous venons de dire suppose que les corps sont composés de 
points matériels semblables, et qu'ils ne diffèrent que par la position 
respective de ces points. Mais, la nature des corps étant inconnue, cette 
hypothèse est au moins précaire, et il est possible qu'il y ait des diffé- 
rences essentielles entre leurs molécules intégrantes. Heureusement la 
vérité de cette hypothèse est indifférente à la Mécanique, et l'on peut, 
sans craindre aucune erreur, en faire usage, pourvu que ^diV points 
matériels semblables on entende des points qui, se choquant avec des 
vitesses égales et contraires, se font mutuellement équilibre, quelle que 
soit leur nature. 

14. Deux points matériels, dont les masses sont m et m\ ne peuvent 
agir l'un sur l'autre que suivant la droite qui les joint. A la vérité, si 
les deux points sont liés par un fil qui passe sur une poulie fixe, leur 
action réciproque peut n'être point dirigée suivant cette droite. Maia 
on peut considérer la poulie fixe comme ayant à son centre une masse 
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d'une densité infinie» qui réagit sur ies deux corps m et m\ dont Tac- 
tion l'un sur l'autre n'est plus qu'indirecte. 

Nommons p l'action que m exerce sur m! au moyen d'une droite in- 
flexible et sans masse, qui est supposée unir ces deux points. En conce- 
vant cette droite animée de deux forces égales et contraires p et — jo, 
la force —p détruira dans le corps m une force égale à p, et la force p 
de la droite se communiquera tout entière au corps m. Cette perte de 
force dans m, occasionnée par son action sur m\ est ce que Ton nomme 
réaction de m'; ainsi, dans la communication des mouvements, la réac- 
tion est toujours égale et contraire à l'action. L'observation fait voir que 
ce principe a lieu dans toutes les actions de la nature. 

Imaginons deux corps pesants m et m' attachés aux extrémités d'une 
droite horizontale, inflexible et sans masse, qui puisse tourner libre- 
ment autour d'un de ses points. Pour concevoir l'action de ces corps 
l'un sur l'autre lorsqu'ils se font équilibre, il faut supposer la droite 
infiniment peu rompue à son point fixe, et formée de deux droites fai- 
sant à ce point un angle qui ne diflere de deux angles droits que d'une 
quantité infiniment petite u. Soient/et/' les distances de m et ni au 
point fixe; en décomposant la pesanteur de m en deux forces, l'une 
agissant sur le point fixe, l'autre dirigée vers m\ cette dernièra force 

sera ^^^^, ^ > g étant la pesanteur. L'action de ni sur m sera pareil- 
lement ^^ «^ J . en égalant donc ces deux forces, en vertu de l'équi- 
libre, on aura m/~ ni/'; ce qui donne la loi connue de l'équilibre du 
levier, et fait en même temps concevoir l'action réciproque des forces 
parallèles. 

Considérons présentement l'équilibre d'un système de points /n, m\ 
ni\ . . . sollicités par des forces quelconques, et réagissant lès uns sur 
les autres. Soient/ la distance de m k m\ f la distance de m à m", 
/" la distance de rri à m", ... ; soient encore p l'action réciproque de m 
sur m', p' celle de m sur m", p" celle de ml sur m", ... ; enfin, soient 
mS, m' S', m"S",... les forces qui sollicitent m, /»', m'\...^ et 5, s\ /',... 

les droites prises depuis leurs origines jusqu'aux corps m, m\ m'\ — 

6. 
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Cela posé, le point m peut être considéré comme étant parfaitement 
libre, et en équilibre en vertu de la force m S et des forces que lui com- 
muniquent les corps m', wl\ ... ; mais, s'il était assujetti à se mouvoir 
sur une surface ou sur une courbe, il faudrait ajouter à ces forces la 
réaction de la surface ou de la courbe. Soit donc ^ la variation de s^ et 
désignons par S / la variation de /, prise en regardant m' comme fixe. 
Désignons pareillement par S /' la variation de /', prise en regardant 
ni' comme fixe, etc. Soient R, R' les réactions de deux surfaces qui, par 
leur intersection, forment la courbe sur laquelle le point m est assujetti 
à se mouvoir, et Sr, ^^' 1^^ variations des directions de ces dernières 
forces. L'équation {d) du n® 3 donnera 

o -^ mS i* -1- p a,/H- p' i,f' -I . . . -+- R ir -h R' ir'. 

Pareillement ni peut être considéré comme un point parfaitement libre, 
en équilibre en vertu de la force m'S', des actions des corps m, m"^ . . . , 
et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut être assujetti à se 
mouvoir, réactions que nous désignerons par R" et R*'. Soient donc S^ la 
variation de s\ 8^,/ la variation de / prise en regardant m comme fixe, 
S /" la variation de /" prise en regardant m" comme fixe, etc. Soient 
de pins 8r", %r"' les variations des directions de R", R"; l'équilibre de ni 
donnera 

On formera de semblables équations relatives à l'équilibre de ni\ ni^^...; 
en les ajoutant ensuite, et observant que 

I 

y, y\ . . . étant les variations totales de /,/',..., on aura 

équation dans laquelle les variations des coordonnées des difiiérents 
corps du système sont entièrement arbitraires. On doit observer ici 
qu'au lieu de mS^, on peut, en vertu de l'équation (a) du n® 2, sub- 
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stituer la somme des produits de toutes les forces partielles dont m est 
animé par les variations de leurs directions respectives. Il en est de 

même des produits m' S' S^, m" S" 85", 

Si les corps m, m', ni\ . . . sont liés entre eux d'une manière inva- 
riable, les distances/,/',/", . . . sont constantes, et l'on a pour ta con- 
dition de la liaison des parties du système 

d/::0, df:--.0, ^ - r O, . . . . 

Les variations des coordonnées étant arbitraires dans l'équation {k), 
on peut les assujettir à satisfaire à ces dernières équations, et alors les 
forces />, p\ p'\ . . . , qui dépendent de l'action réciproque des corps du 
système, disparaissent de cette équation; on peut même en faire dispa- 
raître les termes RSr, R'Sr', ..., en assujettissant les variations des 
coordonnées à satisfaire aux équations des surfaces sur lesquelles les 
corps sont forcés de se mouvoir; l'équation [K] devient ainsi 

d'où il suit que, dans le cas de l'équilibre, la somme des variations des 
produits des forces par les éléments de leurs directions est nulle , de 
quelque manière que l'on fasse varier la position du système, pourvu 
que les conditions de la liaison de ses parties soient observées. 

Ce théorème, auquel nous sommes parvenus dans la supposition par- 
ticulière d'un système de corps liés entre eux d'une manière invariable, 
est général, quelles que soient les conditions de la liaison des parties 
du système. Pour le démontrer, il suffit de faire voir qu'en assujettis- 
sant les variations des coordonnées à ces conditions, on a dans l'équa- 
tion {k) 

o --lpdf-\-lKdr; 

or il est clair que Sr, Sr', . . . sont nuls en vertu de ces conditions; il ne 
s'agit donc que de prouver que l'on a o^lpYf en assujettissant aux 
mêmes conditions les variations des coordonnées. 
Concevons le système animé des seules forces />, p\ p'\ . . . , et sup- 
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posons que les corps soient forcés de se mouvoir sur des courbes qu'ils 
puissent décrire en vertu des mêmes conditions. Alors ces forces se dé- 
composeront en d'autres, les unes q, q\ q'\ . . . , dirigées suivant les 
droites/,/',/", . . . , et qui se détruiront mutuellement sans produire 
d'action sur les courbes décrites; les autres T, T', T", . . . , perpendicu- 
laires aux courbes décrites ; les autres, enfin, tangentielles à ces courbes, 
et en vertu desquelles le système sera mû. Mais il est aisé de voir que 
ces dernières forces doivent être nulles; car, le système étant supposé 
leur obéir librement, elles ne peuvent produire ni pression sur les 
courbes décrites, ni réaction des corps les uns sur les autres; elles ne 
peuvent donc pas faire équilibre aux forces — /?, —p\ —p"y ...; q, q\ 
q'\ . . . ; T, T', . . . ; il faut donc qu'elles soient nulles, et que le système 
soit en équilibre en vertu des seules forces —p, —p\ —p" y ... ; y» q[y 

q'\ ... ; T, T', Soient ?/. Sf, ... les variations des directions des 

forces T, T', . . . ; on aura, en vertu de l'équation [h), 

o-^l[q-p)df \lTdi; 

mais le système étant supposé en équilibre en vertu des seules forces q, 
q\...y sans qu'il en résulte aucune action sur les courbes décrites, l'é- 
quation {k) donne encore o — SjrS/'; partant 

o^lpif-lTii. 

Si l'on assujettit les variations des coordonnées à satisfaire aux courbes 
décrites, on a Si -^ o, S/ = o, . . . ; on a donc alors 

o — 2^5/; 

et, comme les courbes décrites sont elles-mêmes arbitraires et ne sont 
assujetties qu*aux conditions de la liaison des parties du système, l'é- 
quation précédente a lieu, pourvu que ces conditions soient remplies, 
et alors l'équation {k) se change dans l'équation (/). Cette équation est 
la traduction analytique du principe suivant, connu sous le nom de 
principe des vitesses virtuelles. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE I. 47 

Si Von fait varier infiniment peu la position d'un système de corps, en 
l'assujettissant aux conditions qu'il doit remplir, la somme des forces qui 
le sollicitent, multipliées chacune par l'espacé que le corps auquel elle est 
appliquée parcourt suivant sa direction, doit être égale à zéro dans le cas 
de l'équilibre du système. 

Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de Téquilibre, mais il en 
assure l'existence. Supposons, en effet, que, Téquation (/) ayant lieu, 
les points m, m\ ... prennent les vitesses r, ç\ . . . en vertu des forces 
mS, m'S\ . . . qui leur sont appliquées. Ce système serait en équilibre 
en vertu de ces forces et de celles-ci — /w, — mV, ... ; désignons par 
iv^ V,... les variations des directions de ces nouvelles forces; on aura, 
par le principe des vitesses virtuelles, 

o^-^It mS is — It mv dv; 

mais on a, par la supposition, o--2mSS5; on a donc o -- lmvi{^. 
Les variations ^, W, . . . devant être assujetties aux conditions du sys- 
tème, on peut les supposer égales à v dt, v'dt, . . . , et alors on a 

équation qui donne r ^ o, ç^'— o, . . .; c'est-à-dire que le système est 

en équilibre en vertu des seules forces mS, m' S', 

Les conditions de la liaison des parties d'un système peuvent tou- 
jours se réduire à des équations entre les coordonnées de ses différents 
corps. Soient w = o, u-~ o, u"=^o^... ces diverses équations; on pourra, 
par le n** 3, ajouter à l'équation (/) la fonction >. Sw -i- V Sw -h . . . , ou 

l\%Uy \ V, . . . étant des fonctions indéterminées des coordonnées des 
corps ; cette équation deviendra ainsi 

o — 2 mS df -i- 2 X du ; 

dans ce cas, les variations de toutes les coordonnées seront arbitraires, 
et l'on pourra égaler leurs coefficients à zéro, ce qui donnera autant 
d'équations au moyen desquelles on déterminera les fonctions X, X\.... 
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Si Ton compare ensuite cette équation à Téquation (k)^ on aura 

d'où il sera facile de conclure les actions réciproques des corps m, m',... 
et les pressions — R, — R', . . . qu'ils exercent contre les surfaces aux- 
quelles ils sont assujettis. 

15. Si tous les corps du système sont fixement attachés ensemble, sa 
position sera déterminée par celle de trois de ses points qui ne sont 
pas en ligne droite; la position de chacun de ces points dépend de trois 
coordonnées , ce qui produit neuf indéterminées ; mais » les distances 
mutuelles des trois points étant données et invariables, on peut, à leur 
moyen, réduire ces indéterminées à six autres qui, substituées dans 
l'équation (/), introduiront six variations arbitraires; en égalant à zéro 
leurs coefficients, on aura six équations qui renfermeront toutes les 
conditions de l'équilibre du système. Développons ces équations. 

Pour cela, soient a?, j^, z les coordonnées de m; x\y\ z' celles de m'; 
^"» j"» z" celles de m", etc. ; on aura 






Si Ton suppose 

OX =■ OX "=■ ox' -— . . * , 
OZ —~QZ ^=^qZ :rr . . . , 

on aura ?{/— o, ^f'= o, X/"= o, . . . ; les conditions à satisfaire seront 
donc remplies, et l'on aura en vertu de l'équation (/) 

^ ' OX djr dz 
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on aura ainsi trois des six équations qui renferment les conditions de 
l'équilibre du système. Les seconds membres de ces équations sont les 
sommes des forces du système, décomposées parallèlement aux trois 
axes des a?, des y et des z ; chacune de ces sommes doit donc être nulle 
dans le cas de Téquilibre. 

Les équations S/=r o, S/'=: o, 8/"— o, . . . seront encore satisfaites 
si Ton suppose z^ z\ z'\ . . . invariables, et si Ton fait 

dx := jr Sm, djr z= —x 3cj, 
dx'=:jr'iin, dj'— — jr'te, 



Sc7 étant une variation quelconque. En substituant ces valeurs dans 
Féquation (/), on aura 



V àx ùy) 



Il est visible que l'on peut changer, dans cette équation, soit les coor- 
données or, x\ x'\..,, soit les coordonnées j, y\ X',---» ^^ ^' ^ » z'\.,., 
ce qui donnera deux autres équations qui, réunies à la précédente, for- 
meront le système suivant d'équations 



o = 2mS 



/ ds ds\ 



o=.lm&{r^-^ 



ùs_ 
ôz 

EL 

ày)' 



la fonction imSj^ est, par le n^ 3, la somme des moments de toutes 
les forces parallèles à l'axe des x^ pour faire tourner le système autour 

de 

de Taxe des z. Pareillement, la fonction lmÇ>x^- est la somme des 

ày 

moments de toutes les forces parallèles à l'axe des^, pour faire tourner 
le système autour de l'axe des z, mais en sens contraire des premières 
forces; la première des équations (n) indique, par conséquent, qu« la 

OEiwres de L, — I. 7 
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somme des moments des forces est nulle par rapport à Taxe des z. La 
seconde et la troisième de ces équations indiquent semblablement que 
la somme des moments des forces est nulle, soit par rapport à Taxe 
des j, soit par rapport à Taxe des x. En réunissant ces trois conditions 
à celle-ci, savoir, que les sommes des forces parallèles à ces axes soient 
nulles par rapport à chacun d'eux, on aura les six conditions de Téqui- 
libre d'un système de corps invariablement unis ensemble. 

Si l'origine des coordonnées est fixe et attachée invariablement au 
système, elle détruira les forces parallèles aux trois axes, et les con- 
ditions de l'équilibre du système autour de cette origine se réduiront 
à ce que les sommes des moments des forces pour le faire tourner au- 
tour des trois axes soient nulles relativement à chacun d'eux. 

Supposons que les corps m, m', m'\ ... ne soient animés que par la 
pesanteur. Son action étant la même sur tous ces corps, et les directions 
de ta pesanteur pouvant être supposées les mêmes dans toute l'étendue 
du système, on aura 

3 — 3 : — - 3 — • • • , 



ds 


ds' 


ds" 


dx 


dx' 


dx" 


ds 


ds' 


ds" 


dx 


"àr- 


dx" 


ds 


ds' 


ds" 


dz 


dz' 


" dz" 



Les trois équations (n) seront satisfaites, quelle que soit la direction 
de s ou de la pesanteur, au moyen des trois suivantes 

{o) o — 2mar, o — 2 m/, o — 2mz. 

L'origine des coordonnées étant supposée fixe, elle détruira parallèle- 
ment à chacun des trois axes les forces S-r-îm, S^-2m, S^j-îm; 

dx ôx àz 

en composant ces trois forces, on aura une force unique égale à S2m, 
c'est-à-dire, égale au poids du système. 
Cette originelles coordonnées, autour de laquelle nous supposons ici 
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le système en équilibre, est un point du système très-remarqudble, en 
ce qu'étant soutenu, le système animé par la pesanteur reste en équi- 
libre, quelque situation qu'on lui donne autour de ce point, que Ton 
nomme centre de grai^itéàn système. Sa position est déterminée par la 
condition que, si Ton fait passer par ce point un plan quelconque, la 
somme des produits de chaque corps par sa distance à ce plan est nulle ; 
car cette distance est une fonction linéaire des coordonnées x, y, z du 
corps; en la multipliant donc par la masse du corps, la somme de ces 
produits sera nulle en vertu des équations (o). 

Pour fixer la position du centre de gravité, soient X, Y, Z ses trois 
coordonnées par rapport à un point donné ; soient x, y, z les coordon- 
nées de m, rapportées au même point; x\ y\ z' celles de m', et ainsi 
de suite; les équations (o) donneront 

o r_r 2m(x — X); 

mais on a ImX -- X2m, 2m étant la masse entière du système; on a 
donc 

2/7107 



Xrr: 



^m 



On aura pareillement 



2m ÂéTn 



ainsi, les coordonnées X, Y, Z ne déterminant qu'un seul point, on voit 
que le centre de gravité d'un système de corps est unique. Les trois 
équations précédentes donnent 

équation que l'on peut mettre sous cette forme : 

2 m [ 2 m j ''^ 

l'intégrale finie 2 mm' \{x'— xf h- [y'—yY H~ {z'-- zf] exprimant la 
somme de tous les produits semblables à celui qui est renfermé sous la 
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caractéristique 2, et que Ton peut former en considérant deux à deux 
tous les corps du système. On aura donc ainsi la distance du centre de 
gravité à un point fixe quelconque, au moyen des distances des corps 
du système à ce même point fixe, et de leurs distances mutuelles. En 
déterminant de cette manière la distance du centre de gravité à trois 
points fixes quelconques, on aura sa position dans l'espace ; ce qui 
donne un nouveau moyen de le déterminer. 

On a étendu la dénomination de centre de gravité à un point d'un sys- 
tème quelconque de corps pesants ou non pesants, déterminé par les 
trois coordonnées X, Y, Z. 

16. Il est facile d'appliquer les résultats précédents à l'équilibre d'un 

corps solide de figure quelconque, en le concevant formé d'une infinité 
de points liés fixement entre eux. Soit donc dm un de ces points, ou 

une molécule infiniment petite du corps ; soient Xj y, z les coordon- 
nées rectangles de cette molécule; soient encore P, Q, R les forces dont 
elle est animée parallèlement aux axes des x, des y et des z ; les équa- 
tions (m) et (n) du numéro précédent se changeront dans les suivantes 

o=:yPrfm, o^ifQdnif o— yRrfm, 
o^ f[l^X^'Q^)dm, o—f{Vz — Rx)dm, o.^f[Ky — Qz) dm, 

le signe intégral / étant relatif à la molécule dm, et devant s'étendre à 
la masse entière du solide. 

Si le corps ne peut que tourner autour de Torigine des coordonnées, 
les trois dernières équations suffisent pour l'équilibre. 
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CHAPITRE IV. 



DE l'équilibre des FLUIDES. 



17. Pour avoir les lois de l'équilibre et du mouvement de chacune 
des molécules fluides, il faudrait connaître leur figure, ce qui est im- 
possible ; mais nous n'avons besoin de déterminer ces lois que pour les 
fluides considérés en masse, et alors la connaissance des figures de 
leurs molécules devient inutile. Quelles que soient ces figures et les 
dispositions qui en résultent dans les molécules intégrantes, tous les 
fluides pris en masse doivent offrir les mêmes phénomènes dans leur 
équilibre et dans leurs mouvements, en sorte que l'observation de ces 
phénomènes ne peut rien nous apprendre sur la configuration des mo- 
lécules fluides. Ces phénomènes généraux sont fondés sur la mobilité 
parfaite de ces molécules, qui peuvent ainsi céder au plus léger effort. 
Cette mobilité est la propriété caractéristique des fluides; elle les dis- 
tingue des corps solides et sert à les définir. Il en résulte que, pour 
l'équilibre d'une masse fluide, chaque molécule doit être en équilibre 
en vertu des forces qui la sollicitent et des pressions qu'elle éprouve de 
la part des molécules environnantes. Développons les équations qui ré- 
sultent de cette propriété. 

Pour cela, considérons un système de molécules fluides formant un 
parallélépipède rectangle infiniment petit. Soient x, y, z les trois coor- 
données rectangles de l'angle de ce parallélépipède le plus voisin de 
l'origine des coordonnées. Soient dx, dy, dz les trois dimensions de ce 
parallélépipède ; nommons p la moyenne de toutes les pressions qu'é- 



U MÉCAMQUE CÉLESTE. 

prouTeot les différents points de la face dydz du parallélépipède la 
plus voisine de Torigine des coordonnées, et p la même quantité rela- 
tive à la (ace opposée. Le parallélépipède, en vertu de la pression qu*il 
éprouve, sera sollicité, parallèlement à Taxe des x^ par une force égale 
à ^ p —p'jffydz ; /i' —/i est la différence de p prise en ne faisant varier 
que x\ car, quoique la pression /?' agisse en sens contraire de/', cepen- 
dant, la pression qu'éprouve un point du fluide étant la même dans tous 
les sens, p* — p peut être considéré comme la différence de deux forces 
infiniment voisines et agissant dans le même sens; on a donc 

P P Û ^' ^^ P-P ^rdz - -£ dxdrdz. 

Soient P, Q, R les trois forces accélératrices qui animent d'ailleurs 
les molécules fluides parallèlement aux axes des x, des y et des zx si 
Ton nomme p la densité du parallélépipède, sa masse sera fdxdydz^ 
et le produit de la force P par cette masse sera la force entière qui en 
résulte pour la mouvoir; cette masse sera par conséquent sollicitée, pa- 
rallèlement à Taxe des x, par la force 

Elle sera pareillement sollicitée, parallèlement aux axes des y et des s, 
par les forces 

(pQ-^)rfrrfrrf2 et (pR_g)rfxrfr<^3; 

on aura donc, en vertu de l'équation (6) du n** 3, 

o=(pP-|)...(pQ-|)ar.-(pR-^)*., 

ou 

a;; — p ( p a^: -f- Q aj : R 3 z ; . 

Le second membre de cette équation doit être, comme le premier, une 
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variation exacte; ce qui donne les équations suivantes aux différences 
partielles 

().pP _ d.pQ d,pV _ d.pK d.pQ _ d,pK 
dy dx ^ dz ~^ ôx ôz ôjr 

d'où Ton tire 

âz OZ ojr ojr ox ax 

Cette équation exprime la relation qui doit exister entre les forces P, 
Q, R, pour que l'équilibre soit possible. 

Si le fluide est libre a sa surface ou dans quelques parties de cette 
surface, la valeur dep sera nulle dans ces parties; on aura donc Sp = o, 
pourvu que Ton assujettisse les variations ^x, iy, Sz à appartenir à cette 
surface; ainsi, en remplissant ces conditions, on aura 

Soit Sa =::= G Téquation différentielle de la surface ; on aura 

Pdx -}- Qix-^Rdz ™ lia, 

X étant une fonction de x, y, z; d'où il suit, par le n® 3, que la résul- 
tante des forces P, Q, R doit être perpendiculaire aux parties de la sur- 
face dans lesquelles le fluide est libre. 

Supposons que la variation Vix -r Q^y -i- RSz soit exacte, ce qui a 
lieu, par le n® 2, lorsque les forces P, Q, R sont le résultat de forces 
attractives. Nommons alors S<p cette variation : on aura Sp — pS<p; p doit 
donc être fonction de p et de <p, et, comme en intégrant cette équation 
différentielle on a <p en fonction de /?, on aura p en fonction de p. La 
pression p est donc la même pour toutes les molécules dont la densité 
est la même ; ainsi Sp est nul relativement aux surfaces des couches de 
la masse fluide, dans lesquelles la densité est constante, et l'on a, par 
rapport à ces surfaces, 

o = Vix-hQiy-hRdz. 

Il suit de là que la résultante des forces qui animent chaque molécule 
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fluide est, dans Tétat d'équilibre, perpendiculaire à la surface de ces 
couches, que Ton a nommées pour cela couches de niveau. Cette condi- 
tion est toujours remplie si le fluide est homogène et incompressible, 
puisque alors les couches auxquelles cette résultante est perpendicu- 
laire sont toutes de même densité. 

Pour Téquilibre d'une masse fluide homogène dont la surface exté- 
rieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe et de figure quel- 
oiuique, il est donc nécessaire et il suffit : i® que la difierentielle 
r«\r -h Qly-hK^z soit exacte; 2^ que la résultante des forces à la sur- 
faco extérieure soit dirigée vers cette surface et lui soit perpendiculaire. 
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CHAPITRE V. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DU MOUVEMENT D*UN SYSTÈME DE CORPS. 



18. Nous avons ramené, dans le n^ 7, les lois du mouvement d'un 
point à celles de l'équilibre , en décomposant son mouvement instan- 
tané en deux autres, dont l'un subsiste, et dont l'autre est détruit par 
les forces qui sollicitent ce point; l'équilibre entre ces forces et le mou- 
vement perdu par le corps nous a donné les équations différentielles de 
son mouvement. Nous allons faire usage de la même méthode pour dé- 
terminer le mouvement d'un système de corps m, m', m", Soient 

donc mP, mQ, znR les forces qui sollicitent m parallèlement aux axes 
de ses coordonnées rectangles a?, j, z; soient m'P', m'Q', m'R' les 
forces qui sollicitent w! parallèlement aux mêmes axes, et ainsi de 

suite, et nommons t le temps. Les forces partielles 'w^» ^'Ji'^ m^r- du 
corps m, à un instant quelconque, deviendront dans l'instant suivant 

dx jdx jdx ^ , 

m -j- ~\~ md-rr — md .- -+- mPdi, 
dt dt dt 

/n~- \-md-^ ~^^~^ -hmQdtt 

m-y- -^-md-rr —mdy- -f-/nRa/; 
dt dt dt 

et, comme les seules forces 

dx jdx dx jdr dz jdz 

"'dt^'^^di' "'it^-"'^iF' "'di^"'^dt 

Œuvres de L,— \, 8 
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subsistent, les forces 

dtX/ dy* dz 

dt dt ^ dt 

seront détruites. En marquant dans ces expressions successivement 
d'un trait, de deux traits, ... les lettres m, x, y, z, P, Q, R, on aura 
les forces détruites dans les corps m\ m'\ Cela posé, si Ton multi- 
plie respectivement ces forces par les variations Ix, 8j, Sz, }ix\ . . • 
de leurs directions, le principe des vitesses virtuelles, exposé dans le 
n** 14, donnera, en supposant dt constant, l'équation suivante 



dt^ 

,. ,(d^x' 
m ôx -,-- - 
dt^ 



p)^„,,.(9:-..Q)-,.„,.(-_R) 



On éliminera de cette équation, au moyen des conditions particulières 
du système, autant de variations qu'il y a de ces conditions; en égalant 
ensuite séparément à zéro les coefficients des variations restantes, on 
aura toutes les équations nécessaires pour déterminer le mouvement 
des différents corps du système. 

19. L'équation (P) renferme plusieurs principes généraux du mou- 
vement, que nous allons développer. On assujettira évidemment les 
variations Sa:, S)% Sz, hc\ ... à toutes les conditions de la liaison des 
parties du système, en les supposant égales aux différences dx, dy^ dz^ 
dx\ .... Cette supposition est donc permise, et alors l'équation (P) 
donne, en l'intégrant, 

c étant une constante arbitraire introduite par l'intégration. 

Si les forces P, Q, R sont le résultat de forces attractives dirigées 
vers des points fixes» et des forces attractives des corps les uns vers les 
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autres, la fonction lfm{fdx-]- Qdy-hKdz) est une intégrale exacte. 
En'effet» les parties de cette fonction, relatives aux forces attractives 
dirigées vers des points fixes» sont, par le n^ 8, des intégrales exactes. 
Cela est également vrai par rapport aux parties qui dépendent des 
attractions mutuelles des corps du système ; car, si Ton nomme / la 
distance de m à m\ et m' F l'attraction de m! sur m, la partie de 
m{Pdx-{'Qdy'hlidz), relative à l'attraction de m! sur m, sera, par 
le numéro cité, égale à — mniYdfy la difierence df étant prise en ne 
faisant varier que les coordonnées x^ y^z. Mais, la réaction étant égale 
et contraire à l'action, la partie de m:[V'dx' -\- Q!dy '\~ R'cfe'), relative 
à l'attraction de m sur m\ est égale à —mm'Ydf, en ne faisant va- 
rier, dans/, que les coordonnées x\ y\ z'\ la partie de la fonction 
2m(Pd!r H-Qrfj^-î-Rrfz), relative à l'attraction réciproque de m et 
de m', est donc --mm'Ydf, tout étant supposé varier dans/. Cette 
quantité est une différence exacte lorsque F est une fonction de / ou 
lorsque l'attraction est comme une fonction de la distance, ainsi que 
nous le supposerons toujours; la fonction im{Vdx'^(^dy'\-^dz) 
est donc une difi<ërence exacte, toutes les fois que les forces qui agissent 
sur les corps du système sont le résultat de leur attraction mutuelle, ou 
de forces attractives dirigées vers des points fixes. Soit alors dr^ cette 
différence, et nommons v la vitesse de m, V celle de m\ etc. ; on aura 

(R) S/nv^ --_- c -1- 29. 

Cette équation est analogue à l'équation {g) du n^ 8; elle est la tra- 
duction analytique du principe de la conservation des forces vives. On 
TLomme force vwe d'un corps le produit de sa masse par le carré de sa 
vitesse. Le principe dont il s'agit consiste en ce que ta somme des forces 
vives, ou la force vive totale du système, est constante, si le système 
n'est sollicité par aucune force; et, si les corps sont sollicités par des 
forces quelconques, la somme des accroissements de la force vive totale 
est la même, quelles que soient les courbes décrites par chacun de ces 
corps, pourvu que leurs points de départ et d'arrivée soient les mêmes. 
Ce principe n'a lieu que dans les cas où les mouvements des corps 

8. 
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changent par des nuances insensibles. Si ces mouvements éprouvent 
des changements brusques , la forcé vive est diminuée d'une quantité 
que Ton déterminera de cette manière. L'analyse qui nous a conduits 
à l'équation (P) du numéro précédent donne alors, au lieu de cette 
équation, la suivante 

At-» A^ et A^ étant les différences ^^ Jf^ ^ ^^ ^ ^'^^ instant 

à l'autre, différences qui deviennent finies lorsque les mouvements des 
corps reçoivent des altérations finies dans un instant. On peut supposer 
dans cette équation 

parce que, les valeurs de dx, dy, dz se changeant, dans l'instant sui- 
vant, dans dx 4- Actr, dy'\-\dy^ dz -:- Arfz, ces valeurs de &c, Xj, %z 
satisfont aux conditions de la liaison des parties du système ; on aura 
ainsi 

-, V Idx . dx\ . dx (dy* . dr\ . dr (dz . dz\ . dz'\ 

'''^^'^V\dt^^dt)'^dt^\à-'^^^^ 

-2m[P(rfx-4-Arfx)-hQ(rfr+Arfr; h R((/s : Arf;?]. 

Cette équation doit être intégrée comme une équation aux différences 
finies relative au temps /, dont les variations sont infiniment petites, 
ainsi que les variations d^ x, j, z, x\ . . . . Désignons par 2, les inté- 
grales finies résultant de cette intégration, pour les distinguer des in- 
tégrales finies précédentes, relatives à l'ensemble des corps du système. 
L'intégrale de mV{dx + ù^dx) est visiblement la même que fmVdx; 
on aura donc 

« dx^ -h dr* -h dz^ « « f / j, dx\* / . dr\* f , dz^l 
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En désignant donc par v, i^\ s/\ ... les vitesses de m, m\ Tri\ . . . , on 
aura 

-H 22/m (Prf^ -h Qrfj -f- Rrfz). 

La quantité renfermée sous le signe 2, étant nécessairement positive, 
on voit que la force vive du système diminue par l'action mutuelle des 
corps» toutes les fois que, durant le mouvement, quelques-unes des va- 
riations A^> ^^^"' ®^^* finies. L'équation précédente offre de plus 

un moyen fort simple d'avoir cette diminution. 

A chaque variation brusque du mouvement du système, on peut con- 
cevoir la vitesse de m décomposée en deux autres, l'une (^ qui subsiste 
dans l'instant suivant, l'autre Y détruite par l'action des autres corps; 

or la vitesse de m étant ^ ^ ^ J^ avant cette décomposition , 

et se changeant, après, dans 



y/{dx H- Arf^)-- -+- [dr-hàdx)^ -4- (rfz -4- A dz)'^ 



dt 

il est fecile de voir que Ton a 



v=(^g)^-(4)--(-è)N 



l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme : 

2 mv^ = const. — l,.lm\^ h- ^^fm ( Prfr + Qefy- -h Rrfz ) 

20. Si dans l'équation (P) du n^ 18 on suppose 

ix' = ix-\-ia/fy i^ =z dy -^ Sjr\ , iz' = Sz -h dz\y 
ix"^ ix -h èx\ , ix''= ix -f- àx\ , àz"= dz -h dz] , 



en substituant ces variations dans les expressions des variations ^, ^', 
}i/'\ ' • • des distances mutuelles des corps du système, dont on a donné 
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les valeurs dans le n^ 15, on voit que les variations &r, ^y^ %z dispa- 
raissent de ces expressions. Si le système est libre, c'est-à-dire, si au- 
cune de ses parties n'a de liaison avec les corps étrangers» les condi- 
tions relatives à la liaison mutuelle des corps ne dépendant que de leurs 
distances mutuelles, les variations Sa?, Sj, ^z seront indépendantes de 
ces conditions : d'où il suit qu'en substituant, au lieu de ^\ iy\ ^2\ 
Xa/',..., leurs valeurs précédentes dans l'équation (P), on doit égaler 
séparément à zéro les coefficients des variations Sa?, Sy, Sz; ce qui donne 
les trois équations 

o-.I„(^'î--.p), .=.I».{$-q), o..î„(^-B). 

Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonnées du centre de gra- 
vité du système; on aura, par le n^ 15, 

^ Imx V— ^'''•^ 1 -- ^^^ . 

Zm 2tm 2/n 

partant 

"" "" dt^ Im ' ^'"^ di^ ' Im ' "" ~ dt^ tm ' 

le centre de gravité du système se meut donc comme si, tous les corps 
m, m\ . . . étant réunis à ce centre, on lui appliquait toutes les forces qui 
sollicitent le système. 

Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui le 
composent et à leurs attractions réciproques, on aura 

oi-:2mP, o--2mQ, o---2/nR; 

car, en exprimant par p l'action réciproque de m et de m\ quelle que 
soit sa nature, et désignant par/ la distance mutuelle de ces deux 
corps, on aura, en vertu de cette action seule, 

„,v-^P}f:^-^l, „,Q.-.Plr_:_r:}^ ^.j^ ^ Pjl.jH, 
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d'où l'on tire 

o = mV -:- m'P', o r^ mQ 4- m'Q', o = mR -h m'R'; 

et il est clair que ces équations ont lieu dans le cas même oii les corps 
exerceraient les uns sur les autres une action finie dans un instant. Leur 
action réciproque disparait donc des intégrales 2m?, ImQ, 2mR, qui 
par conséquent sont nulles lorsque le système n'est point sollicité par 
des forces étrangères. Dans ce cas, on a 

d^X d^Y d^Z 

^=rf/^' ^^-rfTa" ^"^rf^T' 

et, en intégrant, 

X=^a-i-é/, Y==a'-+-6'/, Z^a''-\~bU, 

a, 6, a', b\ a'\ h" étant des constantes arbitraires. En éliminant le 
temps /, on aura une équation du premier ordre, soit entre X et Y, soit 
entre X et Z; d'où il suit que le mouvement du centre de gravité est 
rectiligne. De plus, sa vitesse étant égale à 

\/(fFrf )""-W' °- ^ ^^^'^'^ 

elle est constante, et le mouvement est uniforme. 

Il est clair, d'après l'analyse précédente, que cette inaltérabilité du 
mouvement du centre de gravité d'un système de corps, quelle que soit 
leur action mutuelle, subsiste dans le cas même où quelques-uns de ces 
corps perdent dans un instant, par cette action, une quantité finie de 
mouvement. 

21 . Si l'on fait 

r r 

la variation %x disparait encore des expressions de %f^ tf\ %f", ... ; en 
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supposant donc le système libre, les conditions relatives à la liaison des 
parties du système n'influant que sur les variations 8/", S/"', . . . , la varia- 
tion ^ en est indépendante, et elle est arbitraire; ainsi, en substituant 
dans l'équation (P) du n^ 18, au lieu de Sa?', Sa?", . . . , Sy, Sj', Sj", . . . , 
leurs valeurs précédentes, on doit égaler séparément à zéro le coeffi- 
cient de ix, ce qui donne 

o-:r2m ~^ i-2m(P/ — Qar), 

d'où l'on tire, en intégrant par rapport au temps /, 



c - 



^^rn'^Ér^^ ^.j,jrn[Vr--Q 



c étant une constante arbitraire. 

On peut, dans cette intégrale, changer les coordonnées j, y\ - . . 
dans js, z',. . ., pourvu que l'on y substitue, au lieu des forces Q, Q', . . ., 
parallèles à l'axe des y, les forces R, R', . . . , parallèles à l'axe des s, ce 
qui donne 

c' étant une nouvelle arbitraire. On aura de la même manière 

cV. Im ^--Alr: H- lfm(Qz - Ry) dt, 

(f étant une troisième arbitraire. 

Supposons que les corps du système lie soient soumis qu'à leur action 
mutuelle et à une force dirigée vers l'origine des coordonnées. Si Ton 
nomme, comme ci-dessus, p l'action réciproque de m et de m', on aura, 
en vertu de cette action seule, 

o :--- m ( Pj - Qar) -i- m' ( P'j' - Q'x' ) ; 

ainsi l'action mutuelle des corps disparait de l'intégrale finie 
2m(P/ — Qa?). Soit S la force qui sollicite m vers l'origine des coor- 
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données; on aura, en vertu de cette force seule, 

P=, -^" , Q= ^ -^^ ; 

la force S disparait donc de l'expression de Vy — Qx; ainsi, dans le 
cas où les différents corps du système ne sont sollicités que par leur 
action et leur attraction mutuelle et par des forces dirigées vers Tori- 
gine des coordonnées, on a 

,„. «. xdr—rdx , - xdz — zdx „ «. rdz — zdy 

^ ' dt dt dt 

Si Ton projette le corps m sur le plan des x et des y, la différentielle 
^ y— y ^ ggpj^ Taire que trace, durant l'instant rf/, le rayon vecteur 

mené de l'origine des coordonnées à la projection de m; la somme de 
ces aires, multipliées respectivement par les masses de ces corps, est 
donc proportionnelle à l'élément du temps; d'oii il suit que, dans un 
temps fini, elle est proportionnelle au temps. C'est en cela que consiste 
le principe de la conservation des aires. 

Le plan fixe des x et des/ étant arbitraire, ce principe a lieu pour 
un plan quelconque, et, si la force S est nulle, c'est-à-dire, si les corps 
ne sont assujettis qu'à leur action et à leur attraction mutuelle, l'ori- 
gine des coordonnées est arbitraire, et l'on peut placer à volonté le 
point fixe. Enfin il est facile de voir, par ce qui précède, que ce prin- 
cipe subsiste dans le cas même où, par l'action mutuelle des corps du 
système, il survient des changements brusques dans leurs mouvements. 

Il existe un plan par rapport auquel & et c" sont nuls, et qu'il est, 
par cette raison, intéressant de connaître; car il est visible que l'éga- 
lité de c' et de c" à zéro doit apporter de grandes simplifications dans 
la recherche du mouvement d'un système de corps. Pour déterminer ce 
plan, il est nécessaire de rapporter les coordonnées or, j, z à trois autres 
axes ayant la même origine que les précédents. Soient donc l'incli- 
naison du plan cherché, formé par deux de ces nouveaux axes, au plan 

(Xu»res de X. — I. 9 
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des X et des y, et ^ l'angle que forme l'axe des x avec l'intersection de 
ces deux plans, en sorte que - — soit l'inclinaison du troisième axr 
nouveau sur le plan des x et des y, et que — -A soit l'angle que sa 
projection sur le même plan fait avec l'axe des x. tt étant la demi-cir- 
conférence. 

Pour fixer les idées, imaginons que l'origine des coordonnées soit au 
centre de la Terre, que le plan des x et des y soit celui de l'écliptique, 
et que l'axe des z soit la ligne menée du centre de la Terre au pôle bo- 
réal de l'écliptique; concevons, de plus, que le plan cherché soit celui 
de l'équateur. et que le troisième axe nouveau soit l'axe de rotation 
de la Terre, dirigé vers le pôle boréal: 9 sera l'obliquité de l'écliptique, 
et ij; sera la longitude de l'axe fixe des x, relativement à l'équinoxe 
mobile du printemps. Les deux premiers axes nouveaux seront dans le 
plan de l'équateur, et, en nommant 9 la distance angulaire du premier 
de ces axes à cet équinoxe, ç représentera la rotation de la Terre, 
comptée du même équinoxe, et - -h ? sera la distance angulaire du 
second de ces axes au même équinoxe. Nous nommerons axes princi- 
paux ces trois nouveaux axes. Cela posé : 

Soient a:,, y,, 2, les coordonnées de m rapportées : i^à !a ligne menée 
de l'origine des coordonnées à l'équinoxe du printemps, les x, positifs 
étant pris du côté de cet équinoxe; 2" à la projection du troisième axe 
principal sur le plan des x et des j; 3° à l'axe des s ; on aura 

x= jr, cos4' -r jr,s\Q'^, y — y,zQ%^ — x, 5inr|i, z —--z,. 

Soient x„. _v„. s,, les coordonnées rapportées : i" à la ligne de l'équi- 
noxe du printemps; a" à la perpendiculaire à cette ligne dans le plan 
de l'équateur; 3° au troisième axe principal; on aura 

^i^-^v y, -- y„cosO ^- z„sm8, :, - r„ cos5 — ^„sin5. 

Enfin, soient x^- _v., c_ les coordonnées de m rapportées au premier, 
au second et au troisième axe principal ; on aura 

■*■- - *• cos^ - _r„, sinç, x„ -- y^ COS9 ■<- x^ siiiç, z„ — j,. 
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De là il est facile de conclure 

j:=:rj:^(cosÔ sin4'sin9-4-cos4'COSç)-f-/'^(cose sin^'cosç — cos4'sUiq>) -^z„s\n6 sinij;, 
/--•^•(cosôcos^'sinç— sin^'cosf) -r-/^(cos6cos4'COS9-+- sin^sinf] -i-z^sinôcos^', 
z =:z^ cosÔ —Xt^» sin 6 cosç — x^ sin Ô sin 9. 

En multipliant ces valeurs de x, y, z respectivement par les coefficients 
de œ^ dans ces valeurs, on aura, en les ajoutant, 

ar^=r a:(cos6 sin^» sinç h- cosvj' cosç) -4-7'(cos6 cosvj' sinç — sin 4» cosç) — z sind sinf . 

En multipliant pareillement les valeurs de x, y, z respectivement par 
les coefficients de y^ dans ces valeurs, et ensuite par les coefficients de 
z. on aura 

^^ = j: (çQ3 6 sin 4^ cosç — cosvj; §in?) -h j(CQs6 cos^' COS9 -f sin<j; 5in9) — i sinô cosç, 
z^ :^ X sinO sin^t H~jr ^n9 co^<j; -4- ;; co$â. 

Ces diverses transformations des coordonnées nous seront très -utiles 
dans la suite. En marquant d'un trait en haut, de deux traits, etc. les 
coordonnées a?, j, jz, a?^, y^, z^, on aura les coordonnées correspon- 

dantes aux corps m', rri\ 

Pe là, en substituant c, c\ c" au lieu de 

- xdr — ydx -, xdz — zdx -, rdz — zdr 
dt ai dt 

il est facile de conclure 

2in^ ^^'^*^^^*'^^'y :rrccogg-c sineeos<];H-c^^siBesin4^, 

<y » n% _2 dx 

2m-- — ^hïT^'^ — " "^sinôcosf -\- c'(sinvj^sin<p -\- cosdcos^'cos^) 

-4- c"(cos4' sinç — cosfl sinvj' COS9), 
y dz — z dy 

im-^ — '^ , '^ -^^ z:z ->csin0siDf + i?'(sin<j^cp^9 — cosÇcosvpsii^f) 

+ c''(cos(p CQSf -h cos^9ini|^ pin^ ). 

9- 
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Si Ton détermine ^ et de manière que Ton ait 



c" ... ~c 



sinOsin<L-- - , sinflcosvt — i 



ce qui donne 



cosfl - 



v/c* + c"^ -\- c"* 



on aura 






m -^ — ^ — ~ o, 

at 

les valeurs de c et de c'' sont donc nulles par rapport au plan des a:^ 
et des y^ déterminé de cette manière. Il n'existe qu'un seul plan qui 
jouisse de cette propriété ; car, en supposant qu'il soit celui des a: et 
des j, on aura 

2m-= — ^ , — =~csin0cos9, 

2é m ^^-= *^ . m jm :::r - - C Sin 9 SU) 9. 

En égalant ces deux fonctions à zéro, on aura sinO = o, c'est-à-dire 
que le plan des x^ et des y^ coïncide alors avec celui des x et des y. 

La valeur de Im^— ^y- ^^*" ^"^ étant égale à yc* -f- c'^ -r- c"^, quel 

que soit le plan des x et des y, il en résulte que la quantité c^ 4- c'* 4- c^* 
est la même, quel que soit ce plan, et que le plan des x^ et des y^, dé- 
terminé par ce qui précède, est celui relativement auquel la fonction 

l^m- " ^^ . — ^ — - est le plus grande; le plan dont il s'agit jouit donc 

de ces propriétés remarquables, savoir : i^ que la somme des aires tra- 
cées par les projections des rayons vecteurs des corps, et multipliées 
respectivement par leurs masses, y est le plus grande possible ; :i^ que 
la même somme, relativement à un plan quelconque qui lui est per- 
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pendiculaire, est nulle, puisque Tangle <p reste indéterminé. On pourra, 
au moyen de ces propriétés, retrouver ce plan à un instant quelconque, 
quelles que soient les variations survenues par Faction mutuelle des 
corps dans leur position respective, de même que l'on peut facilement 
retrouver dans tous les temps la position du centre de gravité du sys- 
tème; et, par cette raison, il est aussi naturel de rapporter à ce plan 
les X et les y que de rapporter au centre de gravité l'origine des coor- 
données. 

22. Les principes de la conservation des forces vives et des aires ont 
encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées un mouvement 
rectiligné et uniforme dans l'espace. Pour le démontrer, nommons 
X, Y, Z les coordonnées de cette origine, supposée mobile, par rap- 
port a un point fixe, et supposons 



^\y Jn ^1» ^',»--- seront les coordonnées de m, m',... relativement à 
l'origine mobile. On aura, par l'hypothëse, 

mais on a, par la nature du centre de gravité, lorsque le système est 

libre, 

o -_ 2 m(rfaX H- d^xs) - 1 mVdt^, 

o.lm [d^Y -h d^Xi ) - 2 mQdt^, 

o ~lm{d^Z -hd^Zi)—lmRdt^. 

L'équation (P) du n^ 18 deviendra ainsi, en y substituant SX-+-8a?,, 
SY + Xji , . . . au lieu de Xo?, Xy, . . . , 

équation exactement de la même forme que l'équation (P), si les forces 
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P. Q. R ne dépendent que des coordonnées x,. _>-,, s,, x^ En lui 

appliquant donc l'analyse précédente, on en tirera les principes de la 
conservation des forces vives et des aires par rapport à l'origioe mobile 
des coordonnées. 

Si le système n'éprouve point l'action de forces étrangères, son cen- 
tre de gravité aura un mouvement recliligne et uniforme dans l'espace, 
comme on l'a vu dans le n" 20 ; en tixant donc à ce centre l'origine des 
(coordonnées x, y, z, ces principes subsisteront toujours. X, Y, Z étant 
alors les coordonnées du centre de gravité, on aura, par la nature de 
ce point. 



o = i»iar,, o -2m/(, o--2mi(, 




ce qui donne 




^^ d, -~ dt ^^ ' -" dt- '■••' 




, <;»■ + <;»■■ + dz' d\'^ d\' -'- rfz> , lit; -t rfr! - 


t*î. 



Ainsi les quantités résultantes des principes précédents se composent : 
1° des quantités qui auraient lieu si tous les corps du système étaient 
réunis à leur centre commun de gravité; a" des quantités relatives au 
centre de gravité supposé immobile; et, comme les premières de ces 
quantités sont constantes, on voit la raison pour laquelle les principes 
dont il s'agit ont lieu par rapport au centre de gravité. En fixant donc 
à ce point l'origine des coordonnées a?, y, z, œ'.... des équations Z) 
du numéro précédent, elles subsisteront toujours; d'où il résulte que 
le plan passant constamment par ce centre, et relativement auquel la 

fonction 2 m ^ "^ " rf /^~~ ^^* "" maximum, reste toujours parallèle à 
lui-même pendant le mouvement du système, et que la même fonction 
relative Ji tout autre plan qui lui est perpendiculaire est nulle. 

Les principes de U conservation des aires et des forces vives peuvent 
se réduire à des relations entre les coordonnées des distances mutuelles 
des corps du système. En effet, l'origine des œ, At% y et des z éUnt 
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toujours supposée au centre de gravité, les équations (Z) du numéro 
précédent peuvent être mises sous la forme 

« « /^x'-x)[dr'-dr)-{r' — r''{dx'-d:r] 

c Im — lmm- --^^-^ j "^-^ -^ 

ai 

.' V ^^ 5^^' i^'-^) [dz' - d z]-[z'--z)[dx'-dx ] 

dt 

./T V ' [r'~r) {dz' -dz^.-[z' - z] [dx'- dr) 

at 

On peut observer que les seconds membres de ces équations multipliées 
par dt expriment la somme des projections des aires élémentaires tra- 
cées par chaque droite qui joint deux corps du système, dont l'un est 
supposé se mouvoir autour de l'autre considéré comme immobile, 
chaque aire étant multipliée par le produit des deux masses que joint 
la droite. 

Si l'on applique aux équations précédentes l'analyse du n^ 21, on 
verra que le plan passant constamment par l'un quelconque des corps 
du système, et relativement auquel la fonction 

^ , :x' - x^. [dr' - dr) - ir' - r^ dx' - dx] 

dt 

est un maximum, reste toujours parallèle à lui-même dans le mouve- 
ment du système, et que ce plan est parallèle au plan passant par le 

centre de gravité, et relativement auquel la fonction Im ^ ^d^t^ ^ 

est un maximum. On verra encore que les seconds membres des équa- 
tions précédentes sont nuls relativement à tout plan passant par le 
même corps et perpendiculaire au plan dont il s'agit. 
L'équation (Q) du n^ 19 peut être mise sous la forme 

- ,[dx'-dx]^-^[dr'-dry'-^^dz'-dz]'^ ^ t ^ /• 'i?^r 

2 mm' '- -- -^ , ^^ '— — consl. — 22 m.lfmm FdJ, 

équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles des 
corps, et dans laquelle le premier membre exprime la somme des car- 
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rés des vitesses relatives des corps du système les uns autour des autres, 
en les considérant deux à deux, et en supposant l'un des deux immo- 
bile, chaque carré étant multiplié par le produit des deux masses que 
Ton considère. 

23. Reprenons l'équation (R) du n^ 19; en la differentiant par rap- 
port à la caractéristique S, on aura 

1 mvdv -^1 m{Pèx -i- Qdx -h Rdz); 

l'équation (P) du n^ 18 devient ainsi 

Soient ds l'élément de la courbe décrite par m, ds' l'élément de la courbe 
décrite par m\ ... ; on aura 

vdt = dsy v'dt r.: ds\ . . . , 



ds — )Jdx^ -i- dx'^ -r rfz^ . . . , 

d'où l'on tirera, en suivant l'analyse du n*^ 8, 

^ dt 

En intégrant par rapport à la caractéristique différentielle rf, et en éten- 
dant les intégrales aux courbes entières décrites par les corps /w, m',..., 
on aura 

^ ^ ^ , -. dxix-\- drir^ dzàz 
Idfmvds- consi. ,1m —^ 1 

les variations ^, ^y, ^z, . . . étant, ainsi que la constante du second 
membre de cette équation , relatives aux points extrêmes des courbes 

décrites par m, m\ 

Il suit de là que, si ces points sont supposés invariables, on a 

o —léifmvds^ 
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c'est-à-dire que la fonction Ifnwds est un minimum. C'est en cela que 
consiste le principe de la moindre action» dans le mouvement d'un sys- 
tème de corps, principe qui, comme l'on voit, n'est qu'un résultat ma- 
thématique des lois primordiales de l'équilibre et du mouvement de la 
matière. On voit en même temps que ce principe, combiné avec celui 
des forces vives, donne l'équation (F) du n° 18, qui renferme tout ce 
qui est nécessaire à la détermination des mouvements du système. Enfin 
on voit, par le n^ 22, que ce principe a lieu encore quand l'origine des 
coordonnées est mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et 
uniforme, et qub le système soit libre. 



couvres d* L. — I. lO 
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CHAPITRE VI. 

DES LOIS DU MOUVEMENT d'uM SYSTÈME DE CORPS, DANS TOUTES LES RELATIONS 
MATHÉMATIQUEMENT POSSIBLES ENTRE LA FORCE ET LA VITESSE. 



24. Nous avons observé, dans le n^ 5, qu'il y a une infinité de ma- 
nières d'exprimer la force par la vitesse , qui n'impliquent point con- 
tradiction. La plus simple de toutes est celle de la force proportionnelle 
à la vitesse, et nous avons vu qu'elle est la loi de la nature. C'est d'après 
cette loi que nous avons exposé, dans le Chapitre précédent, les équa- 
tions différentielles du mouvement d'un système de corps ; mais il est 
facile d'étendre l'analyse dont nous avons fait usage à toutes les lois ma- 
thématiquement possibles entre la vitesse et la force, et de présenter 
ainsi, sous un nouveau point de vue, les principes généraujL du mouve- 
ment. Pour cela, supposons que, F étant la force et ^ la vitesse, on ait 
F -- <p(ç'), ff{v) étant une fonction quelconque de v; désignons par ^\ç) 
la différence de ^{v) divisée par dv. Les dénominations des numéros 
précédents subsistant toujours, le corps m sera animé, parallèlement 

à l'axe des a;, de la force <p(^)^- Dans l'instant suivant, cette force 
deviendra 

parce que ^ "^ ^- Maintenant, P, Q, R étant les forces qui animent 

le corps m parallèlement aux axes des coordonnées, le système sera, 
par le n^ 18, en équilibre en vertu de ces forces et des différentielles 
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rf^^îM), d{^^y rf(^>if^), prises avec un signe contraîre; 
on aura donc, au lieu de Téquation (P) du même numéro» celle-ci 

qui n'en diffère qu*en ce que gr^ ^' gf y ^^^ multiplié» par la fonc- 
tion 2^> qui, dans le cas de la force proportionnelle à la vitesse, peut 

être supposée égale à l'unité. Mais cette différence rend trës-difficile la 
solution des problèmes de Mécanique. Cependant on peut tirer de Té* 
quation (S) des principes analogues à ceux de la conservation des forces 
vives, des aires et du centre de gravité. 

Si Ton change ^ en dx, ^y en dy, ^z en dz, etc., on aura 

et par conséquent 

Jéfmvdv<f'[v] — consl. M-2/m(Prfx-i-Qdy-i- Rrfs). 

En supposant lm[Vdx -hQ,dy -\-Yidz) une différentielle exacte égale 
à d\ on aura 

(T) 2/mi'rfi;9»:=consl. -i->, 

équation analogue à Téquation (R) du n^ 19, et qui se change en él)^ 
dans le cas de la nature, où ff'[v) = i. Le principe de la conservatieii 
des forces vives a donc lieu dans toutes le« lois mathéfiiàtiquenieiit pos- 
sibles entre la force et la vitesse, pourvu que Ton entende i^^v force 
vive d'un corps le produit de sa masse par le double de Kintégrale de sa 
vitesse multipliée par la différentielle de la fonction de la vitesse qui 
exprime la force. 
Si l'on fait, dans l'équation (S), 

àr' = Ar-^4»î, «r'=*r-^^/r H'z=ziz^i%',, iif'sîabrH**»?,. . ., 

lO. 



76 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

on aura, en égalant séparément à zéro les coefficients de ^, ^y^ iz^ 



o = 2m 



Ces trois équations sont analogues à celles du n^ 20, d'où nous avons 
conclu la conservation du mouvement du centre de gravité, dans le cas 
de la nature, lorsque le système n'est assujetti à d'autres forces qu'à 
l'action et à l'attraction mutuelle des corps du système. Dans ce cas, 
2mP, 2mQ, 2mR sont nuls, et l'on a 

consl. — 2/n-j-- — — » consl. = 2m->7 -ï-^—^î consl. — 2 m -j- ^ — 

ai V dt V at v 

m-^ 5^ est égal à ^?(^)^' et cette dernière quantité est la force 

finie du corps décomposée parallèlement à l'axe des a?, la force d'un 
corps étant le produit de sa masse par la fonction de la vitesse qui ex- 
prime la force. Ainsi la somme des forces finies du système, décompo- 
sées parallèlement à un axe quelconque, est alors constante, quel que 
soit le rapport de la force à la vitesse ; et ce qui distingue l'état du 
mouvement de celui du repos est que, dans ce dernier état, cette même 
somme est nulle. Ces résultats sont communs à toutes les lois mathé- 
matiquement possibles entre la force et la vitesse; mais ce n'est que 
dans la loi de la nature que le centre de gravité se meut d'un mouve- 
ment rectiligne et uniforme. 
Supposons encore, dans l'équation (S), 

X r 

^ — X ox ^ ^ , — x' OX -, , 

ir = — — ^^Tm ^'^~r — ^^•^'•••» 

la variation ix disparaîtra des variations des distances mutuelles/,/',... 
des corps du système, et des forces qui dépendent de ces quantités. Si le 
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système est libre d'obstacles étrangers» on aura, en égalant à zéro le 
coefiBcient de ix, 

■>=^'»["'(f*^)-.r''(g^)]-^'»(''r-Q')<". 

d'où l'on tire, en intégrant, 
On aura pareillement 

e":. 2;„ 2:!^iZll^ iM H_ 2/m(Qz - Rr) rf^ 

c, c\ d' étant des constantes arbitraires. 

Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle de ses parties, on a, 
par le n® 21 , 

d'ailleurs, '^(^^ ""Jwt) ^^^ ®st le moment de la force finie dont 

le corps m est animé, décomposée parallèlement au plan des x et des 7, 
pour faire tourner le système autour de l'axe des z; l'intégrale finie 

^ xdr— rdx o[v] 
zm — -^-^ — J-^-L 

dt V 

est donc la somme des moments de toutes les forces finies des corps du 
système , pour le faire tourner autour du même axe ; cette somme est 
par conséquent constante. Elle est nulle dans l'état d'équilibre; il y a 
donc ici la même difierence entre ces deux états que relativement à la 
somme des forces parallèles à un axe quelconque. Dans la loi de la na- 
ture, cette propriété indique que la somme des aires, décrites autour 
d'un point fixe par les projections des rayons Tecteurs des corps, est 



78 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

toujours la même en temps égal ; mais cette constance des aires décrites 
n'a point lieu dans d'autres lois. 

Si Ton différentie par rapport à la caractéristique S la fonction 

lfm(f{ç)ck, on aura 

mais on a 

^j dxSdx-^.- dySdr-^ dzddz i/dx j^ dr j^ dz ,- \ 

^''^ = ^ = -. [dJ '^^^ ^ Tt ^^^ ' di ^^') ' 

on aura donc, en intégrant par parties, 

-k-lLfmàv(f'[v) ds. 

Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du système étant 
supposés fixes, le terme hors du signe / disparait dans cette équation; 
on aura donc, en vertu de l'équation (S), 

ô2/m?(i') rf5 ^ 2/môi'9» rf5 - 2/mrf/(P3x f- Qdj-h Riz). 

Mais l'équation (T), différentiée par rapport à S» donne 
on a donc 

o:=dI,fm <f[v)ds. 

Cette équation répond au principe de la moindre action dans la loi de 
la nature. m9(v») est la force entière du corps m; amsi ce principe re* 
vient a ce que la somme des intégrales des forces finies des corps du 
système, multipliées respectivement par les éléments de leurs dirw- 
tions, est on minimum : présenté de cette manière, il OQn¥ient à toutes 
les lois mathématiquement possibles catre la force et la intesse. Dms 
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l'état de Féquilibre, la somme des forces multipliées par les éléments 
de leurs directions est nulle, en vertu du principe des vitesses vir- 
tuelles; ce qui distingue donc, à cet égard, l'état d'équilibre de celui 
du mouvement , est que la même fonction différentielle , qui est nulle 
dans l'état d'équilibre, donne» étant intégrée, un minimum dans l'état 
de mouvement. 
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CHAPITRE VII. 



DES MOUVEMENTS D*UN CORPS SOLIDE DE FIGURE QUELCONQUE. 



25. Les équations différentielles des mouvements de translation et 
de rotation d'un corps solide peuvent se déduire facilement de celles 
que nous avons développées dans le Chapitre Y; mais leur importance 
dans la théorie du Système du monde nous engage à les développer 
avec étendue. 

Imaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollicitées 
par des forces quelconques. Nommons x, y, z les coordonnées ortho- 
gonales de son centre de gravité; x-^x\ y-r-y', z -hz' les coordon- 
nées d'une molécule quelconque dm du corps, en sorte que x\ y\ z' 
soient les coordonnées de cette molécule, rapportées au centre de gra- 
vité du corps. Soient de plus P, Q, R les forces qui sollicitent la molé- 
cule parallèlement aux axes des x^ des j^ et des z. Les forces détruites 
à chaque instant dans la molécule dm, parallèlement à ces axes, seront, 
par le n^ 18, en considérant l'élément dt du temps comme constant, 

d'^x-\-d'^x' -., . 
-r dm -\- fdtdm, 

- ^^r-^d^r' j^ ^ Qdtdm, 
^ ^/n 4_ JUdtdm. 

Il faut donc que toutes les molécules animées de forces semblables se 
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tassent mutuellement équilibre. On a vu dans le n^ 15 que, pour cela, 
il est nécessaire que la somme des forces parallèles au même axe soit 
nulle, ce qui donne les trois équations suivantes 

s ^-^ dm ^^Sfdm, 

d^Y -i- d^Y* 
S — • , — : — dm — SQdm, 

S -j-^ rf/n=:SR(/m, 

la lettre S étant ici un signe intégral, relatif à la molécule dm, et qui 
doit s*étendre à la masse entière du corps. Les variables x, j, z sont 
les mêmes pour toutes les molécules ; on peut donc les faire sortir hors 
du signe S; ainsi» en désignant par m la masse du corps, on aura 

Srf^rf'^-'^j^' S-^rfm-m-^, S-^rfm-m-^. 

On a de plus, par la nature du centre de gravité, 
partant 

d^x' d^r' d^z' 



On aura donc 



d^x ^ -^ , 
w^^ =SVdm, 



(A) {m^ = SQdm, 

iw-j-r- =SRt//n. 
dt^ 

Ces trois équations déterminent le mouvement du centre de gravité du 
corps; elles répondent aux équations du n^ 20, relatives au mouvement 
du centre de gravité d'un système de corps. 
On a vu, dans le n® 15, que, pour l'équilibre d'un corps solide, la 

OEu¥res d!e X. — I. II 
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somme des forces parallèles à l'axe des x, multipliées respectivement 
par leurs distances à Taxe des z, moins la somme des forces parallèles 
à Taxe des y^ multipliées par Içurs distances à Taxe des z^ est égale à 
zéro; on aura ainsi 



Or on a 

S [xd^y —yd^x) dm - . m[xd^y — yd^x) ; 

on a pareillement 

S (Qj: — Vy) dm -r.-- x.SQdm—y.Sfdm; 

enfin on a 

S (x'd^y -i- xd^y' — fd^x yd^x' ) dm 

~zd^y,Sx'dm — d^x,Sydm-hx.9d^y'dm—y.Sd^x'dm; 

et, par la nature du centre de gravité, chacun des termes du second 
membre de cette équation est nul; l'équation (i) deviendra donc, en 
vertu des équations (A), 

S^'''^^-^^'^' dm . . S [Qx' - fy')dm; 

en intégrant cette équation par rapport au temps /, on aura 

S^'^r'_-rl^^l rfmr„S/(Qar' Py']dtdm, 

le signe intégral / se rapportant au temps /. 
De là il est facile de conclure que, si l'on fait 

S/(Qx --Pj')rf/rfm:.iN, 
S/(Rx'- P2')rf/c/m-rrN', 
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on aura les trois équations suivantes 



(B; { s- ---^j^-l^- dm = N', 



x'dz' — z'dx' 
'dt 



%y:^'-=jlridm^w. 

Ces trois équations renferment le principe de la conservation des aires ; 
elles suffisent pour déterminer le mouvement de rotation du corps au- 
tour de son centre de gravité; réunies aux équations (A), elles déter- 
minent complètement les mouvements de translation et de rotation du 
corps. 

Si le corps est assujetti à tourner autour d'un point fixe, il résulte 
du n^ 15 que les équations (B) suffisent pour cet objet; mais alors il 
faut fixer à ce point l'origine des coordonnées x\ y\ z\ 

26. Considérons particulièrement ces équations, en supposant cette 
origine fixe à un point quelconque, différent ou non du centre de gra- 
vité. Rapportons la position de chaque molécule à trois axes perpen- 
diculaires entre eux, fixes dans le corps, mais mobiles dans l'espace. 
Soit 6 l'inclinaison du plan formé par les deux premiers axes sur le 
plan desj? et des y\ soit 9 l'angle formé par la ligne d'intersection de 
ces deux plans et par le premier axe; enfin, soit ^ l'angle que fait avec 
l'axe des y la projection du troisième axe sur le plan des x et des y. 
Nous nommerons axes principaux ces trois nouveaux axes, et nous 
désignerons par x'\ v", '%" les trois coordonnées de la molécule dm^ 
rapportées à ces axes. On aura, par le n** 21, 

j;'--x-'(cos0sinv}isin9-T-cos4'COS9) --/'^cosôsinvj'cosç — cos4'sin9] ~2"sin^ sin4', 
j''r:^:c"(cos0costJ/sin<p — sin^ cosç) H-j^";cos0cos^cos9-r- sinv}' sincp) -f-2"sin0cosvj^, 
z'^z^cos^— j"sin0cos9 — j/'sinôsincp. 

Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers mem- 

II. 
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bres des équations (B) en fonctions de 6, ^ et 9 et de leurs différen- 
tielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul, en observant 
que la position des trois axes principaux dépend de trois arbitraires, 
que Ton peut toujours déterminer de manière à satisfaire aux trois 
équations 

S a/ydm — o, S x^z"dm — o, Sx'z'dm — o. 
Soit alors 

et faisons, pour abréger, 

rf(p — d^ cosO =pdtf 

d^ sin ^ sin 9 — d9 COS9 =- qdty 

d^ sin^ COS9 -f- d^ sin9 = rdt. 

Les équations B) se changeront, après toutes les réductions, dans les 
trois suivantes 

/ A{|f sinS'sinç -\~ Brsin9cos9 — C/?cos9==: — X, 
(C) ' cos^}/' \^cos6'sin9-f-Brcos0cos9-i-C/?sin5) -i-sinv['(Brsîn9— A^cos9; = -- X\ 
' cos4'(Brsin9 — A^cos9) — sin4'(A^cos0sin9-T-Brcos9cos9-i-C/?sin0) = — X*'. 

Ces trois équations donnent, en les différentiant, et en supposant ^ = o 
après les différentiations, ce qui revient à prendre Taxe des od infini- 
ment près de la ligne d'intersection du plan des x' et des y* avec celui 
des x" et des j", 

rWcosC'.:Brcos9-T- A 9 sin 9) -+-sin9.rf(Brcos9-i- A^sin9) — rf;C/>cos6) ~ — rfN, 

r/'|(Brsin9 — A7COS9) — rf9sin(?.(Brcos9-4- A9sin9} 

-h cos9.rf(Brcos9^- A^sin9) -4- (/(C/?sin6) ~ — rfN', 

«/(Brsin9 — A^cos9) — rf^cosô.(Brcos9H- A^sîn9) — C/^rfj'sinS — — d^". 

Si Ton fait 

C/?=/?', A^-^', Br=:r', 
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ces trois équations différentielles donnent les suivantes 

4p' + ?^ q'r'dt = rfN cosÔ - </N' sinô, 
(D) { rfî'-f- ^7^ r'p'dt^- (rfNsinÔ -h rfN'cosô) sin? + </N"cosç, 

I luis 

dr' -\- ^^^^p'q'dt= - (rfN sin9 -4- rfN'cosô) COS9 - rfN" sin<p. 

Ces équations sont très -commodes pour déterminer le mouvement de 
rotation d'un corps, lorsqu'il tourne à fort peu près autour de l'un des 
axes principaux, ce qui est le cas des corps célestes. 

27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rapporter les 
angles 6, ^^ et 9 méritent une attention particulière ; nous allons déter- 
miner leur position dans un solide quelconque. Les valeurs de a^\y, z' 
du numéro précédent donnent, par le n° 21 , les suivantes 

^'— x'(cos9sin^ sin9-+-cos^cos(p)-4-7'(cos9costJ/ sin9 — simj/cos?) — z'sinô sin9, 
JK"='^'(cos9sin4'COS9 — cos^ sin9) -h^'(cos9cos4'COS9-i-sin+ sin9) — 2'sin0cos9» 
z" ^z x' sxnB %\Xi^ 4-/''sin0cosv}^ -1- 2'cos0; 

d'où l'on tire 

a/'cos9 — /'' sîn9 = jr'cos^» — jr' sinij^ , 
a:"sin9-+-/"cos9 = x'cosôsîn^ -+-^'cos9cos^j^ — 2'sîn9. 

Soit 

Sxydm=:f, Sx'z'dm^i g, Sjr^z'dm=^ h; 

on aura 

^^s (p. S jf z" dm — sin<f. Sx" z" dm 

= [a^ — b^] sin9sin({/cos^ -i-/sin0(cos*^ — sin^v^) -+- cos6(g^costp — Asinij^), 

^iiï<f .S x^z'' dm -f- cos9.S^-Vrfm 

= sinôcose(a2sinî»4'H--**cos*i|/--c«-f-2/sinv|/cosi|;)4-{cos*6--sîn«9)(g-sintj;H-Acos^). 
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En égalant à zéro les seconds membres de ces deux équations» on aura 



tanfçe - ^sinij. - - ^cos^j^ 

«2 _ j2 j sin i^ CCS ^ -;-/; cos=* ^ -- sin^ v|; ] 

4tanff2Ô-- gsinj; -!-/ico s^ 



c- — «•-* sin=*4' " " *^ cos*^ — a/sin^ cos^ ' 

mais on a 

xtang.0 = - ^"^^ - 



I - langî» 6 ' 

en égalant ces deux valeurs de ^tangaô, et en substituant dans la der- 
nière, au lieu de tangO, sa valeur précédente en ^; en faisant ensuite, 
pour abréger, tang^ = w, on trouvera, après toutes les réductions, 
Téquation suivante du troisième degré 

Cette équation ayant au moins une racine réelle, on voit qu'il est tou- 
jours possible de rendre nulles à la fois les deux quantités 

cos9.Sx''2"rfm sin9.Sj'i"rfm, 
sin9 ,^x''z"dm - coscf.Sy'z'^ dm, 

et par conséquent la somme de leurs carrés Sx'z'dm)^ - (S vV^'/, 
ce qui exige que Ton ait séparément 

Sx"z''dm ^o, Sr^z'^dm-o. 

La valeur de u donne celle de l'angle ^, et par conséquent celle de 
tang6 et de Tangle 6. Il reste maintenant à déterminer l'angle 9, ce 
que Ton fera au moyen de la condition %x"y"dm -- o, qui reste à rem- 
plir. Pour cela, nous observerons que, si l'on substitue dans Sa/'y^dm, 
au lieu de x'\ y'\ leurs valeurs précédentes, cette fonction deviendra 

de cette forme 

Hsîn?.9 -!- LCOS29, 

H et L étant fonctions des angles 6 et ^ et des constantes a', 6^, c*,/» 
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^, A; en égalant cette expression à zéro, on aura 

~L 

Les trois axes déterminés au moyen des valeurs précédentes de 9, ^ et 9 
satisfont aux trois équations 

L'équation du troisième degré en u semble indiquer trois systèmes 
d'axes principaux semblables au précédent; mais on doit observer que 
u est la tangente de l'angle formé par Taxe des x' et par Tintersection 
du plan des œ' et des j' avec celui des j?" et desj"; or il est clair que 
l'on peut changer les uns dans les autres les trois axes des x'\ des y" 
et des z**, puisque les trois équations précédentes seront toujours satis- 
faites; l'équation en u doit donc également déterminer la tangente de 
l'angle formé par l'axe des x' et par l'intersection du plan des x' et 
des y\ soit avec le plan des x" et des y\ soit avec le plan des x" et 
des sf\ soit enfin avec le plan des y" et des z". Ainsi les trois racines 
de l'équation en u sont réelles, et elles appartiennent à un même sys- 
tème d'axes. 

11 suit de la que généralement un solide n'a qu'un seul système 
d'axes qui jouissent de la propriété dont il s'agit. Ces axes ont été 
nommés axes principaux de rotation, a cause d'une propriété qui leur 
est particulière, et dont nous parlerons dans la suite. 

On nomme moment d'inertie d'un corps, relativement à un axe quel- 
conque, la somme des produits de chaque molécule du corps par le 
carré de sa distance à cet axe. Ainsi les quantités A, B, C sont les mo- 
ments d'inertie du solide que nous venons de considérer par rapport 
aux axes des xf\ des y et des z". Nommons présentement G' le moment 
d'inertie du même solide par rapport a l'axe des z'\ on trouvera, au 
moyen des valeurs de x' et de j' du numéro précédent, 

C ::- A sin» ô sîn» <p -^ B sin* 9 cos» 9 h C cos« Q. 
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Les quantités sin^6 sin^<p, sin^6 cos^f et cos'6 sont les carrés des cosinus 
des angles que font les axes des x"y des y et des z" avec Taxe des js'; 
d'où il suit en général que, si l'on multiplie le moment d'inertie relatif 
à chaque axe principal de rotation par le carré du cosinus de l'angle 
qu'il fait avec un axe quelconque, la somme de ces trois produits sera 
le moment d'inertie du solide relativement à ce dernier axe. 

La quantité C est moindre que la plus grande des trois quantités A, 
B, G; elle est plus grande que la plus petite de ces trois quantités; le 
plus grand et le plus petit moment d'inertie appartiennent donc aux 
axes principaux. 

Soient X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité du solide, par 
rapport à l'origine des coordonnées, que nous fixons au point autour 
duquel le corps est assujetti à tourner, s'il n'est pas libre; a?'— X,^'— Y 
et z' — Z seront les coordonnées de la molécule dm du corps, relative- 
ment à son centre de gravité; le moment d'inertie, relatif à un axe pa- 
rallèle à l'axe des z' et passant par le centre de gravité, sera donc 

S[(x'-X)»^-(r'-Y)»]rfm; 

or on a, par la nature du centre de gravité, 

Sx'rfm^/nX, S/'rfm =imY; 

le moment précédent se réduit donc à 

On aura ainsi les moments d'inertie du solide, relativement aux axes 
qui passent par un point quelconque, lorsque ces moments seront con- 
nus par rapport aux axes qui passent par le centre de gravité. On voit 
en même temps que le plus petit de tous les moments d'inertie a lien 
par rapport à l'un des trois axes principaux qui passent par ce centre. 
Supposons que, par la nature du corps, les deux moments d'inertie 
A et B soient égaux; on aura 

C' = Asin»Ô-+-Ccosa9; 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE I. 89 

en faisant donc 9 égal à l'angle droit, ce qui rend Taxe des z' perpen- 
diculaire à celui des z'\ on aura C ~ A. Les moments d'inertie relatifs 
à tous les axes situés dans le plan perpendiculaire à l'axe des z" sont 
donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de s'assurer que l'on a 
dans ce cas, pour le système de l'axe des z" et de deux axes quelcon- 
ques perpendiculaires entre eux et à cet axe, 

Sûp'jr'dm ~ o, %x'z"dm — o, ^y'z"dm — o; 

car, en désignant par x" et j" les coordonnées d'une molécule dm du 
corps, rapportées aux deux axes principaux, pris dans le plan perpen- 
diculaire à l'axe des z'\ et par rapport auxquels les moments d'inertie 
sont supposés égaux, nous aurons 

S(^'2v-+- s"a) rfm r: S(7"2 H- z"^]dm, 
ou simplement 

mais, en nommant e l'angle que l'axe des x' fait avec l'axe des x'\ on a 



x' ~ x" Qosz -f- r"sin£, 



y' ^ j"cose — jr"sînç; 



on a donc 

^x'jr'dm--- ^x'ydm.{cos^E — sin-^e; -\- S(/"2 ~ x^^^) dm, sine cose-o. 
On trouvera semblablement 

tous les axes perpendiculaires à celui des z" sont donc alors des axes 
principaux, et, dans ce cas, le solide a une infinité d'axes semblables. 
Si Ton a à la fois A = B = C , on aura généralement C= A, c'est- 
à-dire que tous les moments d'inertie du solide sont égaux; mais alors 
on a généralement 

Sxydm:=o, ^x'z'dm=^o, Sjr'z'dm^=^Oj 

quelle que soit la position du plan des x' et des y\ en sorte que tous 
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les axes sont des axes principaux. C'est le cas de la sphère : nous ver- 
rons dans la suite que cette propriété convient à une infinité d'autres 
solides dont nous donnerons l'équation générale. 

28. Les quantités /i, q, r, que nous avons introduites dans les équa- 
tions (C) du n*^ 26, ont cela de remarquable, qu'elles déterminent la 
position de l'axe réel et instantané de rotation du corps, par rapport 
aux axes principaux. En effet, on a, relativement aux points situés dans 
l'axe de rotation, 

En diflerentiant les valeurs de x\ y\ z du n*^ 26, et en faisant sin^ = o 
après les différentiations, ce qui est permis, puisque l'on peut fixera 
volonté la position de l'axe des x' sur le plan des x et des y', on aura. 

dx' .-. x" [d^ Q^o%B s\xi(^ — £/9sin9] -ry" d^ cosÇcos9 — rf9C0S9l -\- 2"rf^sin9 - o, 

rf^'— jr";rf9cos0cos9 — rf9sin0sin9 — rf4'C0S9) 

-^7""(rf^sin9 — rf9C0SÔsin9 — rf9sin^cos9) -i-z"rf6cos9 — o, 

rfs' - — x" rf0cos0sin9-i-rf9sin0cos9)— 7"(rf0cos0cos9 — rf9sin0sin9 — 2"rfôsin6 -o. 

Si l'on multiplie la première de ces équations par — sinç, la seconde 
par cosOcosf, et la troisième par — sinOcosf, on aura, en les ajoutant, 

o ^^ px" — qz". 

Si l'on multiplie la première des mêmes équations par cos<p, la seconde 
par cosOsinç, et la troisième par — sinOsin^, on aura, en les ajoutant, 

o :=:zpy" — rz". 

Enfin, si l'on multiplie la seconde des mêmes équations par sinO, et 
la troisième par cosO, on aura, en les ajoutant, 

o — qx" — rx". 

Cette dernière équation résulte évidemment des deux précédentes; ainsi 
les trois équations dx' ^ o, dy' ==^ o, dz' = o se réduisent à ces deux 
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équations, qui sont à une ligne droite formant avec les axes des x\ 
des j'" et des z" des angles dont les cosinus sont 



v/p* H- jf^ -f- r^ v(P» -1- jf2 -h r^ >IP^-^ î* -+- r^ 

Cette droite est donc en repos, et forme Taxe réel de rotation du corps. 
Pour avoir la vitesse de rotation du corps, considérons le point de 
Taxe des z" éloigné de Forigine des coordonnées d'une distance égale 
à l'unité. On aura ses vitesses parallèlement aux axes des x\ des j' et 
des z' en faisant a?"=o, y"=o^ z"=\ dans les expressions précé- 
dentes de dx\ dy\ dz\ et en les divisant par dt, ce qui donne, pour 
ces vitesses partielles, 

rfO; . . rfô . —de . . 
-jf sm e, -77 cos By —-rr- sm ; 
dt dt dt 



la vitesse entière du point dont il s'agit est donc ^ — ^ Jt"^^^ ^ 

ou \lq^ -h r* . En divisant cette vitesse par la distance du point à Taxe 
instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rotation du 
corps; or cette distance est évidemment égale au sinus de l'angle que 
l'axe réel de rotation fait avec l'axe des z", angle dont le cosinus est 

F , .. ■■ ; on aura donc \Jp^-\-q^-^r^ pour la vitesse angulaire 



^MriB^v^b^i^i^Hika 



\Ip' 

de rotation. 

On voit par là que, quel que soit le mouvement de rotation d'un 
corps autour d'un point fixe ou considéré comme tel , ce mouvement 
ne peut être qu'un mouvement de rotation autour d'un axe fixe pen- 
dant un instant, mais qui peut varier d'un instant à l'autre. La position 
de cet axe par rapport aux trois axes principaux et la vitesse angu- 
laire de rotation dépendent des variables/?, ^, r, dont la détermination 
est très-importante dans ces recherches, et qui, exprimant des quan- 
tités indépendantes de la situation du plan des af et des y\ sont elles- 
mêmes indépendantes de cette situation. 

12. 
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29. Déterminons ces variables en fonction du temps /, dans le cas ou 
le corps n'est sollicité par aucune force extérieure. Pour cela, repre- 
nons les équations (D) du n*^ 26 entre les variables/?', q\ r\ qui sont 
aux précédentes dans un rappoj^t constant. Les différentielles rfN, rfN' 
et dW sont alors nulles, et ces équations donnent, en les ajoutant en- 
semble, après les avoir multipliées respectivement par/?', q' et r', 

o —p'dp' H- q'dq' -i- r'dr\ 

et, en intégrant, 

k étant une constante arbitraire. 

Les équations (D), multipliées respectivement par AB/?', BCçr' et 
ACr', et ensuite ajoutées, donnent, en intégrant leur somme, 

H étant une constante arbitraire : cette équation renferme le principe 
de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux intégrales 



r'^:_ 



H^ - BCfra -B jA-Op"-^ 
C^A-BJ ' 



ainsi l'on connaîtra q' et r' en fonction du temps t, lorsque p' sera dé- 
terminé. Or la première des équations (D) donne 



dt 



K^dp' 



A -Bj(/>' 
partant 



dt^ 



\l^Cdp' 



=^^ 



v'CAC/ra - H2 -f- A ( B - C]p''\ [H-^ - BCfr-^ - B, A - Cp'^J 



équation qui n'est intégrable que dans l'un des trois cas suivants, 
B = A, B = C, A=-C. 

La détermination des trois quantités p\ q\ r' renferme trois arbi- 
traires H*, k^, et celle qu'introduit l'intégration de Téquation différen- 
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tielle précédente. Mais ces quantités ne donnent que la position de l'axe 
instantané de rotation du corps sur sa surface ou relativement aux 
trois axes principaux, et sa vitesse angulaire de rotation. Pour avoir le 
mouvement réel du corps autour du point fixe, il faut connaître encore 
la position des axes principaux dans l'espace, ce qui doit introduire 
trois nouvelles arbitraires relatives à la position primitive de ces axes, 
et ce qui exige trois nouvelles intégrales, qui, jointes aux précédentes, 
donnent la solution complète du problème. Les équations (C) du n° 26 
renferment trois arbitraires N, N', N"; mais elles ne sont pas entière- 
ment distinctes des arbitraires H et k. En effet, si Ton ajoute ensemble 
les carrés des premiers membres des équations (C), on a 

ce qui donne 

Les constantes N, N', N" répondent aux constantes c, c , c" du n** 21, 

et la fonction jtslp'^ h- q"^ -h r'^ exprime la somme des aires décrites 
pendant le temps / par les projections de chaque molécule du corps 
sur le plan relativement auquel cette somme est un maximum. N' et N" 
sont nuls relativement k ce plan ; en égalant donc à zéro leurs valeurs 
trouvées dans le n^ 26, on aura 

o -:-- Brsinç - - kq C0S9, 

o~ Açcosôsinç-i- Brcosôcoscp -\- Cpsinô, 



d'où l'on tire 



cos9 = 



yJp'^-{-q'^-]-r' 



sindsincp — ,- » 



smôcosç — 



yjp'^-^q'^-r-r'^ 

Au moyen de ces équations, on connaîtra les valeurs de et de (p en 
fonction du temps, relativement au plan fixe que nous venons de consi- 



9* MÉCANIQUE CÉLESTE. 

dérer. Il ne s'agit plus que de connaître Tangle ^, que Tintersection de 
ce plan et de celui des deux premiers axes principaux fait avec Taxe 
des x\ ce qui exige une nouvelle intégration. 
Les valeurs de y et de r du n*^ 26 donnent 

d^ sin^ô ~çj/sin9sin<p -^ rrf/sinOcosç, 
d'où l'on tire 

or on a, par ce qui précède, 

ç'2 _^ ;.'2 ^ ]^i _p'2^ Bç'2 _;_ Ar'2 =^ ^i^ ; 

on aura donc 

*~ ABC(fr2_^'2) 

Si l'on substitue, au lieu de dt, sa valeur trouvée ci-dessus, on aura la 
valeur de ^ en fonction de p' ; les trois angles 0, <p et ^ seront ainsi dé- 
terminés en fonction des variables/)', q\ r\ qui seront elles-mêmes dé- 
terminées en fonction du temps t. On connaîtra donc à un instant quel- 
conque les valeurs de ces angles par rapport au plan des ocf et des y' 
que nous venons de considérer, et il sera facile, par les formules de la 
Trigonométrie sphérique, d'en conclure les valeurs des mêmes angles 
relatives à tout autre plan ; ce qui introduira deux nouvelles arbitraires 
qui, réunies aux quatre précédentes, formeront les six arbitraires que 
doit renfermer la solution complète du problème que nous venons de 
traiter. Mais on voit que la considération du plan dont nous venons de 
parler simplifie ce problème. 

La position des trois axes principaux étant supposée connue sur la 
surface du corps, si Ton connaît à un instant quelconque la position 
de l'axe réel de rotation à cette surface et la vitesse angulaire de rota- 
tion, on aura à cet instant les valeurs de /?, y, r, puisque ces valeurs» 
divisées par la vitesse angulaire de rotation, expriment les cosinus des 
angles que l'axe réel de rotation forme avec les trois axes principaux; 
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on aura donc les valeurs dep\ q\ r'\ or ces dernières valeurs sont pro- 
portionnelles aux sinus des angles que les trois axes principaux forment 
avec le plan des af et des y\ relativement auquel la somme des aires 
des projections des molécules du corps, multipliées respectivement par 
ces molécules» est un maximum ; on pourra donc alors déterminer à 
tous les instants Tintersection de la surface du corps par ce plan inva- 
riable, et par conséquent retrouver la position de ce plan par les con- 
ditions actuelles du mouvement du corps. 

Supposons que le mouvement de rotation du corps soit dû à une 
impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravité. Il 
résulte, de ce que nous avons démontré dans les n^' 20 et 22, que le 
centre de gravité prendra le même mouvement que si cette impulsion 
lui était immédiatement appliquée, et que le corps prendra autour de 
ce centre le même mouvement de rotation que si ce centre était immo- 
bile. La somme des aires décrites autour de ce point par le rayon vec- 
teur de chaque molécule projetée sur un plan fixe, et multipliées res- 
pectivement par ces molécules, sera proportionnelle au moment de la 
force primitive projetée sur le même plan ; or ce moment est le plus 
grand relativement au plan qui passe par sa direction et par le centre 
de gravité; ce plan est donc le plan invariable. Si l'on nomme/ la 
distance de l'impulsion primitive au centre de gravité, et \^ la vitesse 
qu'elle imprime à ce point, m étant la masse du corps, mfv sera le mo- 
ment de cette impulsion, et, en le multipliant par ^/, le produit sera 
égal à la somme des aires décrites pendant le temps /; mais cette 

somme , par ce qui précède , est - y//?'^ -i- q'^ -h r'* ; on a donc 



Si Ton connaît à l'origine du mouvement la position des axes princi- 
paux relativement au plan invariable, ou les angles et <p, on aura à 
cette origine les valeurs de/i', q' et r', et par conséquent celles de/?, 
9, r; on aura donc à un instant quelconque les valeurs des mêmes 
quantités. 
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Cette théorie peut servir à expliquer le double mouvement de rota- 
tion et de révolution des planètes par une seule impulsion primitive. 
Supposons, en effet, qu'une planète soit une sphère homogène d'un 
rayon R, et qu'elle tourne autour du Soleil avec une vitesse angu- 
laire U; r étant supposé exprimer sa distance au Soleil, on aura 
r --r rU; de plus, si l'on conçoit que la planète se meut en vertu d'une 
impulsion primitive dont la direction a passé à la distance / de son 
centre, il est clair qu'elle tournera sur elle-même, autour d'un axe per- 
pendiculaire au plan invariable ; en considérant donc cet axe comme 
le troisième axe principal, on aura 6 ~ o, et par conséquent y'=o, 
r'-o; on aura donc /?' — m/î^, ou Cp-m/r{]. Mais dans la sphère 
on a C - - ?mR^, partant 

^ 5 r L 

ce qui donne la distance/ de la direction de l'impulsion primitive, au 
centre de la planète, qui satisfait au rapport observé entre la vitesse 
angulaire p de rotation et la vitesse angulaire U de révolution autour 

du Soleil. Relativement à la Terre, on a ^ = 366,25638; la parallaxe 

R 

du Soleil donne -- = 0,000042666, et par conséquent/— j^R, à fort 

peu près. 

Les planètes n'étant point homogènes, on peut les considérer ici 
comme étant formées de couches sphériques et concentriques, d'iné- 
gale densité. Soit p la densité d'une de ces couches dont le rayon est R, 
3 étant fonction de R; on aura 

9.m /pR»rfR 

m étant la masse entière de la planète, et les intégrales étant prisés 
depuis R - o jusqu'à sa valeur à la surface; on aura ainsi 

2 p /pRvrfR 
•^ 3 rU ' JpK^dK 

Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voisines du 
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centre sont les plus denses, la fonction 7-^2775 ^^^ moindre que f R*; 
la valeur de /sera donc moindre que dans le cas de Thomogénéité. 

30. Déterminons présentement les oscillations du corps, dans le cas 
où il tourne à très- peu près autour du troisième axe principal. On 
pourrait les déduire des intégrales auxquelles nous sommes parvenus 
dans le numéro précédent; mais il est plus simple de les tirer directe- 
ment des équations diflerentielles (D) du n^ 26. Le corps n'étant solli- 
cité par aucune force, ces équations deviennent, en y substituant au 
lieu de p\ q\ r' leurs valeurs C/i, kq et Br, 

dp H p — qrdi = 0, dq-\ ^ — rp dt — o, dr -\ g — Pq^^ '-^ o« 

Le solide étant supposé tourner à fort peu près autour de son troi- 
sième axe principal, ^ et r sont de très-petites quantités, dont nous 
négligerons les cavrés et les produits; ce qui donne dp = o, et par 
conséquent p constant. Si dans les deux autres équations on suppose 

q — VL sm[nt -h y), r = M' cos(/i/ -i- y), 

on aura 

„„„, Ac-AK C-¥) /xîc~-\) 

n=P\/ ig ' "-"**V B[(r-^' 

M et Y étant deux constantes arbitraires. La vitesse angulaire de rota- 
tion sera \7>^4-y*-+-H, ou simplement /7, en négligeant les carrés 
de y et de r; cette vitesse sera donc à très-peu près constante. Enfm 
le sinus de Tangle formé par Taxe réel de rotation et par le troisième 

axe pnncipal sera ^^ 

Si à l'origine du mouvement on a y == o et r= o, c'est-a-dire si Taxe 
réel de rotation coïncide à cet instant avec le troisième axe principal, 
on aura M == o, M'= o; y et r seront donc toujours nuls, et l'axe de 
rotation coïncidera toujours avec le troisième axe principal ; d'où il suit 
que» si le corps commence à tourner autour d'un des axes principaux, 
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il continuera de tourner uniformément autour du même axe. Cette pro- 
priété remarquable des axes principaux les a fait nommer axes princi- 
paux de rotation : elle leur convient exclusivement; car, si Taxe réel 
de rotation est invariable à la surface du corps, on ^ dp = o^ dq ^ o^ 
dr--o; les valeurs précédentes de ces quantités donnent ainsi 

B A C -B A-C 

- c" '•? = o, —^ rp r^ o, g- pq = o. 

Dans le cas général où A, B, C sont inégaux, deux des trois quantités 
p, Çf r sont nulles en vertu de ces équations, ce qui suppose que Taxe 
réel de rotation coïncide avec Fun des axes principaux. 

Si deux des trois quantités A, B, C sont égales, par exemple si Ton a 
A — B, les trois équations précédentes se réduisent à celles-ci 

rp -.- o, pq -: o, 

et Ton peut y satisfaire par la supposition seule dep égal à zéro. L'axe 
de rotation est alors dans un plan perpendiculaire au troisième axe 
principal; mais on a vu (n^ 27) que tous les axes situés dans ce plan 
sont des axes principaux. 

Enfin, si Ton a à la fois A -- B — C, les trois équations précédentes 
seront satisfaites, quels que soient p, q^ r; mais alors, par le n^ 27, 
tous les axes du corps sont des axes principaux. 

Il suit de là que les seuls axes principaux ont la propriété d'être des 
axes invariables de rotation; mais ils n'en jouissent pas tous de la 
même manière. Le mouvement de rotation autour de celui dont le 
moment d'inertie est entre les moments d'inertie des deux autres axes 
peut être troublé d'une manière sensible par la cause la plus légère, 
en sorte qu'il n'y a point de stabilité dans ce mouvement. 

On nomme état stable d'un système de corps un état tel que le sys- 
tème, lorsqu'il en est infiniment peu dérangé, ne puisse s'en écarter 
qu'infiniment peu, en fais^mt des oscillations continuelles autour de 
cet état. Concevons, cela posé, que l'axe réel de rotation s'éloigne infi- 
niment peu du troisième axe principal ; dans ce cas, les constantes M 
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et M' sont infiniment petites; et» si /i est une quantité réelle » les va- 
leurs de 9^ et de r resteront toujours infiniment petites, et Taxe réel 
de rotation ne fera jamais que des excursions du même ordre autour 
du troisième axe principal. Mais, si n était imaginaire, sin(/i^-HY) 
et cos(/U + y) S6 changeraient en exponentielles; les expressions de q 
et de r pourraient donc alors augmenter indéfiniment, et cesser enfin 
d'être infiniment petites; il n'y aurait donc point de stabilité dans le 
mouvement de rotation du corps autour du troisième axe principal. La 
valeur de n est réelle, si C est la plus grande ou la plus petite des trois 
quantités A, B, G; car alors le produit (C — A)(C-^B) est positif; 
mais ce produit est négatif, si G est entre A et B, et dans ce cas n est 
imaginaire; ainsi le mouvement de rotation est stable autour des deux 
axes principaux dont les moments d'inertie sont le plus grand et le plus 
petit; il ne l'est pas autour de l'autre axe principal. 

Maintenant, pour déterminer la position des axes principaux dans 
l'espace» nous supposerons le troisième axe principal à fort peu près 
perpendiculaire au plan des x' et des y\ en sorte que 6 soit une quan- 
tité très-petite dont nous négligerons le carré. Nous aurons, par le 
n^26, 

ce qui donne, en intégrant, 

e étant une constante arbitraire. Si l'on fait ensuite 

sin B sin 9 - r 5, sin B cos 9 — 1/, 
les valeurs de ^ et de r du n'' 26 donneront, en éliminant ^^, 



ds du 



et en intégrant, 



AM 

s ~ë sïn(pt -hl) -- p ~ sin{n/H-y), 

BM' 

u — ècos(pt-i-}i) — Yi- cos(/i/-Hy), 

Lp 



i3. 
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ê et X étant deux nouvelles arbitraires : le problème est ainsi complè- 
tement résolu , puisque les valeurs de ^ et de u donnent les angles 9 
et (f en fonction du temps, et que ^ est déterminé en fonction de 9 et 
de /. Si S est nul » le plan des x' et des y' devient le plan invariable 
auquel nous avons rapporté, dans le numéro précédent, les angles 6, 9 
et f 

31 . Si le solide est libre, l'analyse des numéros précédents donnera 
son mouvement autour de son centre de gravité ; si le solide est forcé 
de se mouvoir autour d'un point fixe, elle fera connaître son mouve- 
ment autour de ce point. Il nous reste à considérer le mouvement d'un 
solide assujetti à se mouvoir autour d'un axe fixe. 

Concevons que x' soit cet axe, que nous supposerons horizontal : 
dans ce cas, la dernière des équations (B) du n® 25 suffira pour déter- 
miner le mouvement du corps. Supposons, de plus, que l'axe des y' soit 
horizontal, et qu'ainsi l'axe des z' soit vertical et dirigé vers le centre 
de la Terre; supposons enfin que le plan qui passe par les axes des j^' 
et des V passe par le centre de gravité du corps, et imaginons un axe 
passant constamment par ce centre et par l'origine des coordonnées. 
Soit 6 l'angle que ce nouvel axe fait avec celui des z'; si l'on nomme y" 
et z" les coordonnées rapportées à ce nouvel axe, on aura 



y --X'^oosO -i- z"smO, z'--z''cosô — /"sin^, 



d'où l'on tire 



r. r'dz' - z'dr' j dO ^, , „. „^. 

b- -j •- - ^"^" ~ ZT7' Sdm(y''^ -h 2"^). 



Srfm(y*-f- s"*) est le moment d'inertie du corps relativement à l'axe 
des x' : soit C ce moment. La dernière des équations (B) du n^ 25 

donnera 

rfa e rfN" 



-C 



dt^ ' dt 



Supposons que le corps ne soit sollicité que par l'action de la pesan- 
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leur; les valeurs de P et de Q du n? 25 seront nulles» et R sera con- 
stant, ce qui donne 

^^ — SKy'dm — R cosô-S/'^Jm 4- R sine.Sz''rf/n. 

L'axe des 2" passant par le centre de gravité du corps, on a SjVm = o; 
de plus, si l'on nomme h la distance du centre de gravité du corps à 
l'axe de x\ on aura SzVm = mh, m étant la masse entière du corps; 

on aura donc 

rfN" 



dt 



= /nARsin9, 



et par conséquent 



dfiO _ — mARsinfl 
dt^ "■ ~ C 



Considérons présentement un second corps, dont toutes les parties 
soient réunies dans un seul point, éloigné de la distance / de l'axe 
des x\ on aura, relativement à ce corps, C = m'/*, m! étant sa masse; 
de plus, h sera égal à /; partant 

rf»9 -R . . 

Ces deux corps auront donc exactement le même mouvement d'oscil- 
lation, si leur vitesse initiale angulaire, lorsque leurs centres de gravité 

sont dans la verticale, est la même, et si l'on a / = — ^- Le second corps 

dont nous venons de parler est le pendule simple dont on a considéré 
les oscillations dans le n^ 11; on peut donc toujours assigner, par cette 
formule, la longueur / du pendule simple dont les oscillations sont iso- 
chrones à celles du solide que nous considérons ici, et qui forme un 
pendule composé. C'est ainsi que l'on a déterminé la longueur du pen- 
dule simple qui bat les secondes, par des observations faites sur les 
pendules composés. 



/ 
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CHAPITRE VIII. 



DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 



32. Nous ferons dépendre les lois du mouvement des fluides de celles 
de leur équilibre, de même que, dans le Chapitre Y, nous avons déduit 
les lois du mouvement d'un système de corps de celles de l'équilibre 
de ce système. Reprenons donc l'équation générale de l'équilibre des 
fluides, donnée dans le n® 17, 

la caractéristique S ne se rapportant qu'aux coordonnées a?, y, z de la 
molécule, et n'étant point relative au temps /. Lorsque le fluide est en 
mouvement, les forces en vertu desquelles ses molécules seraient en 
équilibre sont, par le n^ 18, en supposant dt constant, 

il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans l'équa- 
tion précédente de l'équilibre. En désignant par ^V la variation 
PSar-h QSj-f- RSz, que nous supposerons exacte, on aura 

(F) iy -^ ax-^^, ^rj^iz-^,,'. 

cette équation équivaut à trois équations distinctes, puisque, les varia- 
tions ^, ty, ^z étant indépendantes, on peut égaler séparément à zéro 
leurs coefficients. 
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Les coordonnées x^ y^ z sont fonctions des coordonnées primitives et 
du temps t\ soient a, 6, c ces coordonnées primitives; on aura 



^ dx ^ dx ^, dx ^ 
da (j6 de 



•^ da db de 



O-Z :rr: - — (Ja -|- 'rv 00 -h -r— OC. 

oa ob oc 



En substituant ces valeurs dans Téquation (F), on pourra égaler sépa- 
rément à zéro les coefficients de Sa, %b, ^, ce qui donnera trois équa- 
tions à différences partielles entre les trois coordonnées x^ y, z de la 
molécule, ses coordonnées primitives a, 6, e, et le temps /. 

Il nous reste à remplir les conditions de la continuité du fluide. Pour 
cela, considérons à Torigine du mouvement un parallélépipède fluide 
rectangle, dont les trois dimensions soient da, dh, de. En désignant 
par (p) la densité primitive de cette molécule, sa masse sera {p)dadbdc. 
Nommons (A) ce parallélépipède : il est aisé de voir qu'après le temps / 
il se changera dans un parallélépipède obliquangle; car toutes les mo- 
lécules situées primitivement sur une face quelconque du parallélépi- 
pède (A) seront encore dans un même plan, du moins en négligeant 
les infiniment petits du second ordre : toutes les molécules situées sur 
les arêtes parallèles de (A) se trouveront sur de petites droites égales 
et parallèles entre elles. Nommons (B) ce nouveau parallélépipède, et 
concevons que par les extrémités de l'arête formée par les molécules 
qui, dans le parallélépipède (A), composaient l'arête de, on mène deux 
plans parallèles à celui des x et des y. En prolongeant les arêtes de (B) 
jusqu'à la rencontre de ces deux plans, on aura un nouveau parallélé- 
pipède (C), compris entre eux et égal à (B); car il est clair qu'autant 
Tun des deux plans retranche du parallélépipède (B), autant l'autre lui 
ajoute* Le parallélépipède (G) aura ses deux bases parallèles au plan 
des X et des y : sa hauteur comprise entre ses bases sera évidemment 
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égale a la différence de z^ prise en n'y faisant varier que c; ce qui 

dz 

donne ^ de pour cette hauteur. 

On aura sa base, en observant qu'elle est égale à la section de (B) 
par un plan parallèle à celui des x et des y; nommons (e) cette section. 
Par rapport aux molécules dont elle sera formée, la valeur de z sera la 
même, et l'on aura 

âz , àz ,. dz , 
o := -T- da -\- -TT do -h -T- de. 
ôa Ou oc 

Soient ^p et %q deux côtés contigus de la section (s), dont le premier 
soit formé par des molécules de la face dbdc du parallélépipède (Â), 
et dont le second soit formé par des molécules de sa face dadc. Si par 
les extrémités du côté ^p on imagine deux droites parallèles à l'axe 
des X, et que l'on prolonge le côté du parallélogramme (e), parallèle 
à 55/>, jusqu'à la rencontre de ces droites, elles intercepteront entre 
elles un nouveau parallélogramme (X) égal à (e), et dont la base sera 
parallèle à l'axe des x. Le côté ^p étant formé par des molécules de la 
face dbdc, relativement auxquelles la valeur de z est la même, il est 
aisé de voir que la hauteur du parallélogramme [\) est la différence 
de V, en supposant a, 2^ et / constants, ce qui donne 

dr=-^db'\- -^ de, 
^ ôb de 



d'où l'on tire 



o =1 -rr a6 -h -7— de, 
00 de 



dy dz âr àz 
, àb de ôe db „ 

^^"^ dl ^*^ 

de 



c'est l'expression de la hauteur du parallélogramme (X). Sa base est 
égale à la section de ce parallélogramme par un plan parallèle à Taxe 
des x; cette section est formée par des molécules du parallélépi- 
pède ^^A) par rapport auxquelles z et y sont constants; sa longueur est 
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donc égale à la différentielle de a?» prise en supposant z, y et t con- 
stants, ce qui donne les trois équations 

, dx j dx j, dx j 
da do oc 

o^JLda-^-^db-^-f-dCy 
da do de 

dz j dz „ dz j 
da do de 

Soit, pour abréger, 

g dx djr dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

da dh de da de db àb de da db da de de da db de db da '* 

on aura 

ëda 



dx=: 



dy dz dy dz ^ 
db de de db 



c'est Texpression de la base du parallélogramme (X); la surface de ce 

parallélogramme sera donc —^ Cette quantité exprime encore la 

de 

dz 

surface du parallélogramme {t); en la multipliant par -i-dc^ on aura 

èdadbdc pour le volume des parallélépipèdes (C) et (B). Soit p la den- 
sité du parallélépipède (Â) après le temps /; on aura f&dadbdc pour 
sa masse; en l'égalant à sa masse primitive {p)dadbdc^ on aura 

(G) p6=(p), 

pour l'équation relative à la continuité du fluide. 

33. On peut donner aux équations (F) et (G) une autre forme d'un 
usage plus commode dans quelques circonstances. Soient u.çeiw les 
vitesses d'une molécule fluide, parallèlement aux axes des x, des y et 
des z ; on aura 

dx dr dz 

dt ' dt ' dt 

Oeuvret d* L. — \. l4 
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Dîfférentions ces équations, en regardant u.vetiP comme fonctions des 
coordonnées x, y, z de la molécule, et du temps t; nous aurons 

d^x du du du du 

'di^~"dr '^^di '^^à^'^^d^' 

d^r dv dv d\^ dv 

d^z dw dw dw dw 

dt^ dt dx dy ^ dz 

L'équation (F) du numéro précédent deviendra ainsi 



*^r ^P % I àu du 

p \dt dx 



du du\ 

djr dz I 



»,x I ^ I dv dv dv dv \ 

^ I div dw dw dw\ 

\c;^ dx dy dz J 

Pour avoir l'équation relative à la continuité du fluide, concevons que, 
dans la valeur de 6 du numéro précédent, a, 6, c soient égaux à j?, y^ s, 
et que a?, y, z soient égaux di x + udt, y'\-çdt, z-^wdt^ ce qui re- 
vient à prendre les coordonnées primitives a, 6, c infiniment près de 
^f y^ z\ on aura 

fi — Ai (— — —\ ' 

\dx dy dz ) ^ 

l'équation (G) devient 

jjdu dv dw\ , . 

Si Ton considère p comme fonction de x, j', z et de t, on a 

'^' '^ dt dx dy da ' 

l'équation précédente se change ainsi dans la suivante 

'"'' °- dt ^ dx ^ dr dz ' 
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c^est Téquation relative à la continuité du fluide, et il est aisé de voir 
qu'elle est la différentielle de l'équation (6) du numéro précédent, 
prise par rapport au temps t. 

L'équation (H) est susceptible d'intégration dans un cas fort étendu, 
savoir, lorsque uh[f ■+- v^y -h iviz est une variation exacte de x^ y^ z; 
p étant d'ailleurs une fonction quelconque de la pression p. Soit alors 
Sf cette variation; l'équation (H) donne 

d'où l'on tire, en intégrant par rapport à S, 

Il faudrait ajouter à cette intégrale une constante arbitraire , fonction 
de t; mais cette constante peut être censée renfermée dans la fonction <p. 
Cette dernière fonction donne la vitesse des molécules fluides, parallè- 
lement aux axes des a?, des y et des z ; car on a 

do do do 

ox ojr ôz 

L'équation (E) relative à la continuité du fluide devient 

di dx dx dy dy dz dz ^\dx^ dy^ dz^ J' 

ainsi l'on a relativement aux fluides homogènes 

<J>ç d^9 d*9 
^'^ôx^'^dy^'^dz^' 

On peut observer que la fonction ulx -h i^^y -h î^Zz est une variation 
exacte de a;, /, jz à tous les instants, si elle l'est à un seul instant. Sup- 
posons, en effet, qu'à un instant quelconque elle soit égale à Sf ; dans 
l'instant suivant, elle sera 

i^^dt{^dx-^^iy^^^Szy 

14. 
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elle sera donc encore, à ce nouvel instant, une. variation exacte, si 

^8a? -h 37^7 -f- -jf^^ ^st une variation exacte au premier instant; or 

l'équation (H) donne à cet instant 



du 



..-,-^a..$^, = .v-^-.,[(f:)%.(|)'..(g)-]; 



le premier membre de cette équation est par conséquent une variation 
exacte en x, y^ z; ainsi la fonction u^x -h i^^y -h wiz est une varia- 
tion exacte dans l'instant suivant, si elle l'est dans un instant; elle est 
donc alors une variation exacte à tous les instants. 

Lorsque les mouvements sont très-petits, on peut négliger les carrés 
et les produits deu^çetw; l'équation (H) devient alors 

... dp du ^ dv ^ dw ^ 

ainsi, dans ce cas, u^x-\-{^^y -h w^z est une variation exacte, si, 
comme nous le supposons,/? est fonction de p; en nommant donc en- 
core 8(p cette différence, on aura 



-n 



^9 
dï 



et, si le fluide est homogène, l'équation de continuité deviendra 

ô^c^ d^9 d^(^ 

m 

Ces deux équations renferment toute la théorie des ondulations très- 
petites des fluides homogènes. 

34. Considérons une masse fluide homogène douée d'un mouvement 
uniforme de rotation autour de l'axe des x. Soit n la vitesse angulaire 
4e rotation, à une distance de l'axe que nous prendrons pour unité de 
distance; on aura (^ = -- nz, w ~_- ny; l'équation (H) du numéro pré- 
cédent deviendra ainsi 

^ =d\-r-n^(xdX-\-zdz), 

r 
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équation possible, puisque ses deux membres sont des différences 
exactes. L'équation (K) du même numéro deviendra 

ot ox oy oz 

et il est visible que cette équation est satisfaite, si la masse fluide est 
homogène. Les équations du mouvement des fluides sont donc alors 
satisfaites, et par conséquent ce mouvement est possible. 

La force centrifuge à la distance yjy^ -i- z^ de l'axe de rotation est égale 
au carré n^iy^-^z^) de la vitesse, divisé par cette distance; la fonc- 
tion n}{y^y 4- jsSjs) est donc le produit de la force centrifuge par l'élé- 
ment de sa direction; ainsi, en comparant l'équation précédente du 
mouvement du fluide avec l'équation générale de l'équilibre des fluides, 
donnée dans le n° 17, on voit que les conditions du mouvement dont il 
s'agit se réduisent à celles de l'équilibre d'une masse fluide, sollicitée 
par les mêmes forces et par la force centrifuge due au mouvement de 
rotation, ce qui est visible d'ailleurs. 

Si la surface extérieure de la masse fluide est libre, on aura 8p n:^ o 
à cette surface, et par conséquent 

d'où il suit que la résultante de toutes les forces qui animent chaque 
molécule de la surface extérieure doit être perpendiculaire à cette sur- 
face; elle doit être, de plus, dirigée vers l'intérieur de la masse fluide. 
Ces conditions étant remplies, une masse fluide homogène sera en 
équilibre, en supposant même qu'elle recouvre un solide de figure 
quelconque. 

Le cas que nous venons d'examiner est un de ceux dans lesquels la 
variation a&r n-ç'Sy h-ivSz n'est pas etacte; car alors cette variation 
devient — n{z^y—yiz); ainsi, dans la théorie du flux et du reflux 
de la mer, on ne peut pas supposer que la variation dont il s'agit est 
exacte, puisqu'elle ne l'est pas dans le cas très-simple où la mer n'au- 
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rait d'autre mouvement que celui de rotation qui lui est commun avec 
la Terre. 

35. Déterminons, maintenant, les oscillations d'une masse fluide re- 
couvrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation nt autour de 
l'axe des x, et supposons-la trës-peu dérangée de l'état d'équilibre, par 
l'action de forces très-petites. Soit, à l'origine du mouvement, r la dis- 
tance d'une molécule fluide au centre de gravité du sphéroïde qu'elle 
recouvre, et que nous supposerons immobile; soit 6 l'angle que le rayon r 
forme avec l'axe des a?, et u l'angle que le plan qui passe par Taxe 
des X et par ce rayon forme avec le plan des x et des y. Supposons 
qu'après le temps / le rayon rse change dans r-+- a^, que l'angle 6 se 
change dans 6 -h au, et que l'angle u se change dans n/ 4- o -f- ai;, 
a^, au et oLv étant de très-petites quantités dont nous négligerons les 
carrés et les produits; on aura 

y--[r-\- as) s\ïi[0 -\- au)cos[nt -h m -h 0Lv)y 
J3 ~ (r-f-a5) sin(6-T-aM) sin(n*H- oj-f-av). 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (F) du n^ 32, on aura, en 
négligeant le carré de a. 



ar^ôei^ — 2iisin0cosÔ 



dtj 



(L) 



-^ar^Jïïj sm^ô-T-r- -+-2iism9cos93- h :t7 ) 

\ dt^ ot r ot I 

m— 3[(r4-a5)sin(04-ai«)P4-dV-^. 

Â la surface extérieure du fluide, on a B/> = o; on a de plus, dans 
l'eut d'équilibre , 

o := — ô[(r-f- «) sin(0 -f- au)Y -h (3V), 
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(BV) étant la valeur de lY qui convient à cet état. Supposons que le 
fluide dont il s'agit soit la mer; la variation (SY) sera le produit de la 
pesanteur multipliée par Télément de sa direction. Nommons g la pe- 
santeur, et oy l'élévation d'une molécule d'eau de sa surface, au-dessus 
de sa surface d'équilibre, surface que nous regarderons comme le véri- 
table niveau de la mer. La variation (8V) croîtra par cette élévation, 
dans l'état de mouvement, de la quantité — a^Sy, parce que la pesan- 
teur est à fort peu près dirigée dans le sens des ay et vers leur origine. 
En désignant ensuite par aSV la partie de XV relative aux nouvelles 
forces qui, dans l'état de mouvement, sollicitent la molécule, et qui 
dépendent soit des changements qu'éprouvent par cet état les attrac- 
tions du sphéroïde et du fluide, soit des attractions étrangères, on aura 
à la surface 

La variation —8 [(r -h a5) sin(0 -f-aa)]^ croît de la quantité a/i^Sy.rsin^ô, 

en vertu de la hauteur de la molécule d'eau au-dessus du niveau de la 
mer; mais cette quantité peut être négligée relativement au terme 

— a^Sy, parce que le rapport — de la force centrifuge à l'équateur, 

à la pesanteur, est une très-petite fraction égale à •^. Enfin le rayon r 
est à fort peu près constant à la surface de la mer, parce qu'elle diffère 
très-peu d'une surface sphérique; on peut donc y supposer %r nulle. 
L'équation (L) devient ainsi, à la surface de la mer, 



r2d0(.g— — a/isinôcose 



àt) 



H-r^ôcjlsin^e^-^ -hansmôcosô^ h ^j =: — g-ôy-^- JV, 

les variations %y et SV étant relatives aux deux variables 6 et xs. 

Considérons, présentement, l'équation relative à la continuité du 
fluide. Pour cela, concevons, à l'origine du mouvement, un parallélé- 
pipède rectangle dont la hauteur soit dr^ dont la largeur soit r^bsinO, 
et dont la longueur soit rd%. Nommons r\ V et u" ce que deviennent r. 
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et 17 après le temps t. En suivant le raisonnement du n® 32, on trou- 
vera qu'après ce temps le volume de la molécule fluide est égal à un 

parallélépipède rectangle dont la hauteur est -r— dr^ dont la largeur est 



r'smô' -T — ajBs-{- ^— 
\ojs or 



en éliminant dr au moyen de l'équation 



dr). 



dr' , dr' , 
o = -r— dw + T- dr; 
dm or 



enfin, dont la longueur est 



,(dd' , d6' ,. d6',\ 



en éliminant dr et du^ au moyen des équations 



dr' , dr' ,. dr' , 
or od dm 

dw' j dxs' jf. djs> j 
o = -r— dr -+- -T7- dB 4- -î — dxs. 
dr dQ dxs 



En supposant donc 



s^, _ dr[ àe[ dw;^ _ dr^ dO;^ dw^ dr' dQ' dus' 
dr dQ dw dr dw dQ "^ dQ dw dr 

dr' dQ' dw' dr' dQ' dw' dr' dQ' dw' 



dQ dr dw dw dr dQ dw dQ dr ' 

le volume de la molécule après le temps / sera &r'^ sin^'drd^dw; ainsi, 
en nommant (p) la densité primitive de cette molécule, et p sa densité 
correspondante à /, on aura, en égalant l'expression primitive de sa 
masse à son expression après le temps /, 

p&'r'^sinQ'=(p)r^sïnO; 
c'est l'équation de la continuité du fluide. Dans le cas présent , 

r'=r-f-a#, 6'=:0-t-aii, w' = nt -h w -h av; 
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on aura ainsi, en négligeant les quantités de Tordre a^i 

^, ds du dv 

6:^l4-a-r \- OL^r^ -{-OC 



dr de Asj 



Supposons qu'aprës le temps t la densité primitive (p) du fluide se 
change en (p) -i-ap'; Téquation précédente, relative à la continuité du 
fluide, donnera 



âif wcos0\n . . d.r^s 






dr 



36. Appliquons ces résultats aux oscillations de la mer. Sa masse 
étant homogène , on a p' = o , et par conséquent 






,r^s a/^" ^^ MC0s6\ 
dT"^'' [dÏÏ^d^'^ sinô / 



Supposons, conformément à ce qui parait avoir lieu dans la nature, la 
profondeur ,de la mer très-petite relativement au rayon r du sphéroïde 
terrestre; représentons -la par y, y étant une fonction très-petite de 6 
et de îj, qui dépend de la loi de cette profondeur. Si Ton intègre l'équa- 
tion précédente, par rapport à r, depuis la surface du solide que la 
mer recouvre jusqu'à la surface de la mer, on voit que la valeur de s 
sera égale à une fonction de 0, cr et /, indépendante de r, plus à une 
très-petite fonction qui sera, par rapport à i^ et à (^^ du même ordre de 

petitesse que la fonction ^; or, à la surface du solide que la mer re- 
couvre, lorsque les angles et u se changent dans -r aw et n^ -h tr h- ai', 
il est aisé de voir que la distance d'une molécule d'eau, contiguë à cette 
surface, au centre de gravité de la Terre ne varie que d'une quantité 
très-petite par rapport à au et a(^, et du même ordre que les produits 
de ces quantités par l'excentricité du sphéroïde recouvert par la mer : 
la fonction indépendante de r, qui entre dans l'expression de ^, est donc 
très -petite du même ordre; ainsi l'on peut négliger généralement s 
vis-à-vis de u et de v. L'équation du mouvement de la mer à sa surface, 

QEmresdeL.^l. l5 
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donnée dans le n^ 35, devient par là 

l '''^^^['âF^ — 2nsine^cose^ 



i '•'^^(^-^'isin^cose^ 



L*équation (L) du même numéro » relative à un point quelconque de 
l'intérieur de la masse du fluide, donne, dans l'état d'équilibre, 

o= — ô[(r-i- as) sin(^^ 4- aa)p -f- [iV] - ^^ 

2 p 

{VI) et (S/i) étant les valeurs de 8V et %p qui, dans l'état d'équilibre, 
conviennent aux quantités r-f- 5^5, 6 -f- ai/ et o H- ap. Supposons que, 
dans l'état de mouvement, on ait 

l'équation (L) donnera 



(v-f) 



'^ — - 2nrsm^5-r- 



L'équation (M) nous montre que n^ est du même ordre que y ou *, 

et par conséquent de l'ordre ^\ la valeur du premier membre de cette 

équation est donc du même ordre ; ainsi , en multipliant cette valeur 
par dr, et en l'intégrant depuis la surface du sphéroïde que la mer re- 

couvre jusqu'à la surface de la mer, on aura V— ^ égal à une fonction 

r 

très-petite, de l'ordre — i plus à une fonction de 0, o et ^, indépen- 
dante de r, et que nous désignerons par >.; en n'ayant donc égard, dans 
l'équation (L) du n^ 35, qu'aux deux variables et o, elle se changera 
dans l'équation (M), avec la seule différence que le second membre se 
changera dans tk. Mais, \ étant indépendant de la profondeur à laquelle 
se trouve la molécule d'eau que nous considérons, si l'on suppose cette 
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molécule très- voisine de la surface, l'équation (L) doit évidemment 
coïncider avec l'équation (M); on a donc &i = XV'— g^yf et par con- 
séquent 

« (v - £^) =. «V' - g^dr, 

la valeur de W' dans le second membre de cette équation étant relative 
à la surface de la mer. Nous verrons, dans la théorie du flux et du re- 
flux de la mer, que cette valeur est à très-peu près la même pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon terrestre, depuis la surface du 
solide que la mer recouvre jusqu'à la surface de la mer; on a donc, rela- 
tivement à toutes ces molécules, 

ce qui donne /i' égal à pgy^ plus une fonction indépendante de 6, tt 
et r. Or, à la surface du niveau de la mer, la valeur de a/>' est égale à la 
pression de la petite colonne d'eau (ty qui s'élève au-dessus de cette 
surface, et cette pression est égale k ap gy ; on ^ donc* dans tout l'in- 
térieur de la masse fluide, depuis la surface du sphéroïde que la mer 
recouvre jusqu'à la surface du niveau de la mer, p'^fgyi ainsi un 
point quelconque de la surface du sphéroïde recouvert par la mer est 
plus pressé que dans l'état d'équilibre, de tout le poids de la petite 
colonne d'eau comprise entre la surface de la mer et la surface du 
niveau. Cet excès de pression devient négatif dans les points où la sur- 
face de la mer s'abaisse au-dessous de la surface du niveau, 

II suit de ce que nous venons de voir que, si l'on n'a égard qu'aux 
variations de et de t7, l'équation (L) se change dans l'équation (M) 
pour toutes les molécules intérieures de la masse fluide. Les valeurs 
de u et de ç^ relatives à toutes les molécules de la mer situées sur le 
même rayon terrestre, sont donc déterminées par les mêmes équations 
difiérentielles ; ainsi, en supposant, comme nous le ferons dans la théo- 
rie du flux et du reflux de la mer, qu'à l'origine du mouvement les va- 
leurs de Uf j^9 v^ ^ ont été 1^^ mêmes pour toutes les molécules si- 

i5. 
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tuées sur le même rayon» ces molécules resteront encore sur le même 
rayon durant les oscillations du fluide. Les valeurs de nuetç peuvent 
donc être supposées les mêmes, à très-peu près, sur la petite partie du 
rayon terrestre comprise entre le solide que la mer recouvre et la sur- 
face de la mer; ainsi, en intégrant, par rapport à r, l'équation 



sinô ) 



/ • X • fàu dv MC0s9\ 
^ ' '\dB dis smô / 







on aura 





> 



[r^s] étant la valeur de r^x à la surface du sphéroïde recouvert par la mer. 
La fonction r^s — ir^s) est égale à très-peu près à /'*[5 — (*)] -h2ry(*), 
(5) étant ce que devient x à la surface du sphéroïde; on peut négliger 
le terme o,r^[$), vu la petitesse de y et de {s)\ on aura ainsi 

Maintenant, la profondeur de la mer, correspondante aux angles 6 h- au 
et n/ -h or -h a(;, est y 4- a [^ — (5)] : si l'on fixe l'origine des angles 
et nr + o à un point et à un méridien fixes sur la surface de la Terre, 
ce qui est permis, comme on le verra bientôt, cette même profondeur 

sera Y '^ *"^ '^^^àrC P'^^ l'élévation ay de la molécule fluide de la 
surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau; on aura donc 

L'équation relative à la continuité du fluide deviendra, par conséquent. 



âO <hs sin S 






On peut observer que, dans cette équation, les angles et nt -i~ cj sont 
comptés relativement à un point et à un méridien fixes sur la Terre, et 
(fue, dans l'équation (M), ces mêmes angles sont comptés relativement 
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à l'axe des oj et à un plan qm> passant par cet axe, aurait autour de lui 
un mouyement de rotation égal à /i; or cet axe et ce plan ne sont pas 
fixes à la surface de la Terre, parce que l'attraction et la pression du 
fluide qui la recouvre doivent altérer un peu leur position sur cette 
surface» ainsi que le mouvement de rotation du sphéroïde. Mais il est 
aisé de voir que ces altérations sont aux valeurs de olu et de clv dans le 
rapport de la niasse de la mer à celle du sphéroïde terrestre; ainsi, 
pour rapporter les angles et /ir -H cr à un point et à un méridien inva- 
riables à la surface de ce sphéroïde dans les deux équations (M) et (N), 

il suffit d'altérer u et (^ de quantités de Tordre 5^ et ^^ quantités que 

nous nous sommes permis de négliger; on peut donc supposer, dans 
ces équations, que olu ei clç sont les mouvements du fluide en latitude 
et en longitude. 

On peut observer encore que, le centre de gravité du sphéroïde étant 
supposé immobile, il faut transporter en sens contraire aux molécules 
fluides les forces dont il est animé par la réaction de la mer; mais, le 
centre commun de gravité du sphéroïde et de la mer ne changeant 
point en vertu de cette réaction, il est clair que le rapport de ces forces 
à celles dont les molécules sont animées par l'action du sphéroïde est 
du même ordre que le rapport de la masse fluide à celle du sphéroïde, 

et par conséquent de l'ordre ^\ on peut donc les négliger dans le calcul 
deW. 

37. Considérons de la même manière les mouvements de l'atmo- 
sphëre. Nous ferons, dans cette recherche, abstraction de la variation 
de la chaleur à difierentes latitudes et à diverses hauteurs ^ ainsi que 
de toutes les causes irrégulières qui l'agitent, et nous n'aurons égard 
qu'aux causes régulières qui agissent sur elle, comme sur l'océan. 
Nous supposerons conséquemment la mer recouverte d'un fluide élas- 
tique, d'une température uniforme 9 nous supposerons* encore i confbr» 
mément à l'expérieBcev la densité de ce fluide proportionnelle àtsa 
pression. Cette supposition^ donne à Tatmosphëre une hauteur infifii^*} 
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mais il est facile de s'assurer qu'à une très-petite hauteur sa densité 
est si petite, qu'on peut la regarder comme nulle. 

Cela posé, nommons s\ u' et i/, pour les molécules de l'atmosphère, 
ce que nous avons nommé s^ u et 9 pour les molécules de la mer; 
l'équation (L) du n^ 35 donnera 



\- a r^ oxn [ s\n^ Q --rrr -i- insmôcosS-r— -h - 



sin»0 Af^\ 
r ôt] 



«"''(-TTi 2nrsin*0-T— 



) 



= —^[('■+ «') sin(e + ««')]» 4- av- -^. 

p 

Considérons d'abord l'atmosphère dans l'état d'équilibre, dans lequel 
s\ u\ v' sont nuls. L'équation précédente donne alors, en l'intégrant. 



-/? - 



>- r'^ sin^ -I V — / -^ v- const. 



La pression /> étant supposée proportionnelle à la densité, nous ferons 
p^lgff g étant la pesanteur dans un lieu déterminé, que nous sup- 
poserons être l'équateur, et / étant une quantité constante qui exprime 
la hauteur de l'atmosphère, supposée partout de la même densité qu'à 
la surface de la mer : cette hauteur est très-petite par rapport au rayon 
du sphéroïde terrestre, dont elle n'est pas la 720* partie. 

L'intégrale / -^ est égale à /^logp; l'équation précédente de Féqui- 

libre de l'atmosphère devient, par conséquent. 



^logp — const. H- V H r> sin*9. 



A la surface de la mer, la valeur de. Y est la même pour une molécule 
d'air que pour la molécule d'eau qui lui est contiguè, parce que les 
forées qui sollicitent l'une et l'autre molécule sont les mêmes; mais le 
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condition de l'équilibre des mers exige que Ton ait 

V H r« sin» 6 = const.; 

on a donc, à cette surface, p constant, c'est-à-dire que la densité de la 
couche d'air contiguë à la mer est partout la même, dans l'état d'équi- 
libre. 

Si l'on nomme R la partie du rayon r comprise entre le centre du 
sphéroïde et la surface de la mer, et r' la partie comprise entre cette 
surface et une molécule d'air élevée au-dessus, r' sera, aux quantités 

{-'■'Y 

près de l'ordre u ^ la hauteur de cette molécule au-dessus de la 

surface de la mer : nous négligerons les quantités de cet ordre. L'équa- 
tion entre p et r donnera 

fe-logo^consL-^V-f-r'^ -4- — ^ i- — K^ sin^ S -h n^Rr' sin^ 6, 
^ ^^ Or 2, or- 2 

les valeurs de V, j- et -t-t étant relatives à la surface de la mer, où 
l'on a 

const. ~ V 4- — R» sin^ 9. 

2 

La quantité — ^ n*Rsin*6 est la pesanteur à cette même surface: 

nous la désignerons par g\ La fonction ^-^ étant multipliée par la 

quantité très-petite r'^, nous pouvons la déterminer dans la supposition 
de la Terre sphérique, et négliger la densité de l'atmosphère relative- 
ment à celle de la Terre; nous aurons ainsi, à fort peu près, 

dr ~^ ~Ra' 



m étant la masse de la Terre ; partant 



d^y o.m 2 



S. 



dr^ R» R ' 
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on aura donc 

Iglogp 1-: const. - r'g'-,- -^ g' 



d'où l'on tire 






c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et II étant 
une constante, visiblement égale à la densité de l'air à la surface de la 
mer. Nommons A et h' les longueurs du pendule à seconde à la surface 
de la mer, sous l'équateur, et à la latitude de la molécule aérienne que 

nous considérons; on aura ^ — y-, et par conséquent 

p ne '*v «/. 

Cette expression de la densité de l'air fait voir que les couches de même 
densité sont partout également élevées au-dessus de la mer, à la quan- 
tité près L y mais, dans le calcul exact des hauteurs des mon- 
tagnes par les observations du baromètre, cette quantité ne doit point 
être négligée. 

Considérons présentement l'atmosphère dans l'état de mouvement, 
et déterminons les oscillations d'une couche de niveau , ou de raéroe 
densité dans l'état d'équilibre. Soit a^p l'élévation d'une molécule d'air 
au-dessus de la surface de niveau à laquelle elle appartient dans l'état 
d'équilibre; il est clair qu'en vertu de cette élévation la valeur de XV 
sera augmentée de la variation différentielle — (tglff; on aura ainsi 

(8V) étant la valeur de 8V qui, dans l'état d'équilibre, correspond à la 
couche de niveau et aux angles 6 -♦- olu et nt -:- tj ^ olç; et SV étant la 
partie de SV due aux nouvelles forces qui, dans l'état de mouvement, 
agitent l'atmosphère. 
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Soit p = (p) + ap', (p) étant la densité de la couche de niveau dans 

,w II 



l'état d'équilibre. Si l'on fait t^ =yt on aura 



or on a» dans Tétat d'équilibre, 

l'équation générale du mouvement de l'atmosphère deviendra donc, 
relativement aux couches de niveau, par rapport auxquelles Sr est nul 
à très-peu près, 

r^idi-rrr. 211 smô cosô -^ J -h T^ôcT ( sm^ô ^-^ 4-2nsin0cosd--7— h -r- 



(^^-2nsii 



z=d\'-'gd<f— gdr' -h n^r sin^e dis'-- [s')], 

ol{ï) étant la variation de r correspondante, dans Tétat d'équilibre, 
aux variations au' et on/ des angles 6 et o. 

Supposons que toutes les molécules d'air situées à l'origine sur le 
même rayon terrestre restent constamment sur un même rayon dans 
l'état de mouvement, ce qui a lieu, par ce qui précède, dans les oscil- 
lations de la mer, et voyons si cette supposition peut satisfaire aux 
équations du mouvement et de la continuité du fluide atmosphérique. 
Pour cela, il est nécessaire que les valeurs de u' et de v" soient les 
mêmes pour toutes ces molécules; or la valeur de SV est à très -peu 
près la même pour ces molécules, comme on le verra lorsque nous 
déterminerons, dans la suite, les forces d'où résulte cette variation; 
il est donc nécessaire que les variations S<p et ^y' soient les mêmes 

pour ces molécules, et, de plus, que les quantités anrScysin^O^ et 

OEupres de L. -- \. . l6 
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n^r8ia^6S[^'— (/)] puissent être négligées dans Téquation précé- 
dente. 

A la surface de la mer, on tu (f= y, ccy étant releva tion de la surface 
de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si les sup- 
positions de <p égal à y^ et de y constant pour toutes les molécules d*air 
situées sur le même rayon, peuvent subsister avec Téquation de la con- 
tinuité de fluide. Cette équation, par le n^ 35, est 

d'où l'on tire 

_ if à-r^s' du' ^^^ u' cose \ 
•^"" [r^âr '^ ôS '^dm'^ sinS )' 

r -I- a^' est égal à la valeur de r de la surface de niveau, qui correspond 
aux angles 6 h- «m et w -h af', plus à l'élévation de la molécule d'air 
au-dessus de cette surface ; la partie de a^' qui dépend de la variation 

des angles 6 et ct étant de l'ordre ^^—9 on peut la négliger dans Tex- 
pression précédente de y\ et, par conséquent, supposer dans cette ex- 
pression ^'= y; si l'on fait ensuite <p =7, on aura J^ =r o, puisque 

la valeur de <p est alors la même relativement à toutes les molécules 
situées sur le même rayon. De plus, y est, par ce qui précède, de 

l'ordre /ou — ; l'expression de y' deviendra ainsi 



\dB 



àv* m'cosô 

_j \ 

àxs sind 



ainsi, u! et v^ étant les mêmes pour toutes les molécules situées primi** 
tivement sur le même rayon, la valeur de j' sera la même pour toutes 
ces molécules. De plus, il est visible, par ce que nous venons de dire, 

ai' 

que les quantités a/irSwsin^B-r- et /i^rsin^OS[/— (^)] peuvent être 
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négligées dans l'équation précédente du mouvement de Tatmosphëre, 
qui peut alors être satisfaite en supposant que u' et s/ sont les mêmes 
pour toutes les molécules de l'air situées primitivement sur le même 
rayon; la supposition que toutes ces molécules restent constamment 
sur un même rayon, durant les oscillations du fluide, peut donc sub- 
sister avec les équations du mouvement et de la continuité du fluide 
atmosphérique. Dans ce cas, les oscillations des diverses couches de 
niveau sont les mêmes, et se déterminent au moyen des équations 

^' "~ ~ ' de" "*■ d^ "^ ~sin 



— I • 



Ces oscillations de l'atmosphère doivent produire des oscillations ana- 
logues dans les hauteurs du baromètre. Pour déterminer celles-ci au 
moyen des premières, considérons un baromètre fixe à une hauteur 
quelconque au-dessus de la surface de la mer. La hauteur du mercure 
est proportionnelle à la pression qu'éprouve sa surface exposée à l'ac- 
tion de l'air; elle peut donc être représentée par /^p; mais cette sur- 
face est successivement exposée à l'action de diverses couches de niveau, 
qui s'élèvent et s'abaissent comme la surface de la mer; ainsi la valeur 
de p à la surface du mercure varie : i^ parce qu'elle appartient à une 
couche de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée de la 
quantité aj; 2^ parce que la densité d'une couche augmente, dans 

l'état de mouvement, de ap' ou de ^y-^ - En vertu de la première cause, 
la variation de p est — ^y-r- ou — ^-y^; la variation totale de la den- 
sité p, à la surface du mercure, est donc a(p) -^ . ^ - Il suit de là que, 

si l'on nomme k la hauteur du mercure dans le baromètre, relative à 
l'état d'équilibre, ses oscillations, dans l'état de mouvement, seront 

exprimées par la fonction 5_L?l_^21i; elles sont donc semblables à 

16. 
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toutes les hauteurs au-dessus de la mer, et proportionnelles aux hau- 
teurs du baromètre. 

II ne s'agit plus maintenant, pour déterminer les oscillations de la 
mer et de l'atmosphère, que de connaître les forces qui agitent ces deux 
masses fluides, et d'intégrer les équations différentielles précédentes; 
c'est ce que nous ferons dans la suite de cet Ouvrage. 



LIVRE II. 



DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE ET DU MOUVEMENT 
DES CENTRES DE GRAVITÉ DES CORPS CÉLESTES. 



CHAPITRE PREMIER. 



DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE, TIRÉE DES PHÉNOMÈNES. 



1. Après avoir développé les lois du mouvement, nous allons, en 
partant de ces lois et de celles des mouvements célestes, présentées 
avec détail dans l'Ouvrage intitulé : Exposition du Système du Monde, 
nous élever à la loi générale de ces mouvements. Celui de tous les phé- 
nomènes qui semble le plus propre à la faire découvrir est le mouve- 
ment elliptique des planètes et des comètes autour du Soleil ; voyons ce 
qu'il donne sur cet objet. Pour cela, nommons x Qi y les coordonnées 
rectangles d'une planète, dans le plan de son orbite, et fixons leur ori- 
gine au centre du Soleil; nommons, de plus, P et Q les forces dont 
cette planète est animée, dans son mouvement relatif autour du Soleil, 
parallèlement aux axes des x et des 7, et supposons que ces forces 
tendent vers l'origine des coordonnées; enfin, soit dt l'élément du 
temps, que nous regarderons comme constant; on aura, par le Cha- 
pitre II du premier Livre, 
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Si l'on ajoute la première de ces équations, multipliée par —y^ à la 
seconde, multipliée par x^ on aura 

dlxdr — rdx) ^ ^ 
o ■-= -^ — ^—^ — ^ -f- xQ — jP. 

Il est aisé de voir que xdy —ydx est le double de Taire que le rayon 
vecteur de la planète décrit autour du Soleil dans l'instant dt\ cette 
aire est proportionnelle à l'élément du temps, suivant la première loi 
de Kepler, en sorte que l'on a 

xdy — ydx — cdty 

c étant une constante; la différentielle du premier membre de cette 
équation est donc nulle, ce qui donne 

Il suit de là que les forces P et Q sont entre elles dans le rapport de x 
à y y et qu'ainsi leur résultante passe par l'origine des coordonnées, 
c'est-à-dire par le centre du Soleil. D'ailleurs, la courbe décrite par la 
planète étant concave vers le Soleil, il est visible que la force qui la fait 
décrire tend vers cet astre. 

La loi des aires proportionnelles aux temps employés à les décrire 
nous conduit donc à ce premier résultat remarquable, savoir, que la 
force qui sollicite les planètes et les comètes est dirigée vers le centre 
du Soleil. 

2. Déterminons maintenant la loi suivant laquelle cette force agit 
à différentes distances de cet astre. Il est clair que, les planètes et les 
comètes s'approchant et s'éloignant alternativement du Soleil à chaque 
révolution, la nature du mouvement elliptique doit nous conduire à 
cette loi. Reprenons, dans cette vue, les équations différentielles (i) 
et (2) du numéro précédent. Si l'on ajoute la première, multipliée 
par dxy à la seconde, multipliée par dy^ on aura 

dxd^x-\-drd^y „, ^- 
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et, en intégrant, 

la constante arbitraire étant indiquée par le signe intégrai. En substi- 
tuant, au lieu de dt, sa valeur î_JlziZL^, donnée par la loi de la pro- 
portionnalité des aires aux temps, on aura 

Transformons, pour plus de simplicité, les coordonnées œ et y en rayon 
vecteur et en angle traversé, conformément aux usages astronomiques. 
Soit r le rayon mené du centre du Soleil à celui de la planète, ou son 
rayon vecteur; soit v l'angle qu'il forme avec l'axe des x\ on aura 



x=rcosv, j^=r8ini', r= ^x^-^x^» 
d'où l'on tire 

dx^ -+- dy^ = r^dv^ 4- rfr^, xdy^ydx = r^dv. 

Si l'on désigne ensuite par 9 la force principale qui anime la planète, 
on aura, par le numéro précédent. 



P=:<pcosv, Q = (psinv, 9 =: v^P^ -+- Q* , 
ce qui donne 

Vdx -+- Qd/ = cprfr; 



on aura donc 



r^d.2 -^^S^dr. 



d'où l'on tire 

cdr 



(3) dv=: 



r^— c^ — 7.r*^f(fdr 



Cette équation donnera, au moyen des quadratures, la valeur de v en r, 
lorsque la force 9 sera connue en fonction de r; mais si, cette force 



^« o U nature de v» fecèdeut» « . 



♦ Aes cotn^^®* ^ Au cetvwe o« 
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que 9,, -j-|^ et -3-'- sont des quantités de l'ordre a, 

On a ensuite 

"^-^i^ --"^d^ rf5~^" " "^5^7 rf?r - '^^, """d^ ^^"^*" 

de plus, 6& ~r, sinO^ûtp,; on aura donc, en substituant pour r, 0,, ^' 
et -T-^- leurs valeurs précédentes, 

cosv)/, \ ' dv)/ °^7 cos^», 

On a, comme on vient de le voir, en négligeant les puissances supé- 
rieures de 5, 

/ ^'\ 

' cosv]^, \ ' ô^ ^^' QOS^^,/ ds 

on a donc 

rf5 ^ '^cosij^, d^ ° ^' ^' dcp^ cos^ij/, 

on trouvera semblablement 

_^._,(,_«^jsm4.,--a.^-^-tang^4.,cos^.,-;-a5-^----^^ 
le cosinus de l'angle azimutal à l'extrémité de Tare s sera ainsi 

5lang+,\^i-ai., + a^-tang^,--^ 

Ce cosinus étant fort petit, il peut être pris pour le complément de 

Œuvre* de L. — - U. 17 
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Tangle azimutal qui, par conséquent, est égal à 

Il faut, pour plus d'exactitude, ajouter à cet angle la partie dépendante 
de s^ et indépendante de a, que Ton obtient dans l'hypothèse de la 
Terre sphérique : cette partie est égale à js^{{ -h tang*v|/Jtang^,; ainsi 
Tangle azimutal à l'extrémité de l'arc s est égal à 



a 



d^u' 




Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un angle quel- 
conque avec le plan du méridien est égal à 



ds étant supposé constant; soit R ce rayon. L'équation 

donne 

xd'^x -yd^x \- zd^z — — ds^ -i- ad'^u'. 

Si Ton ajoute le carré de cette équation aux carrés des équations (0), 
on aura, en négligeant les termes de l'ordre a*, 

d'où l'on tire 

ds^ 

Dans le sens du méridien, on a 
partant. 
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Dans le sens perpendiculaire au méridien, on a, par ce qui précède, 






a 



d^u[ do^ du' , 



partant, 

d^u' 



a- 



> au' , do^ 

R.^H.«i.,--a--Mang^.,-:-^-^-^ 



Si dans l'expression précédente de V — V^ on fait jr - s\ elle prend 
cette forme très-simple, relative a une sphère du rayon R, 

l'expression de l'angle azimutal devient 

Nommons \ Tangle que le premier côté de la ligne géodésique forme 
avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura 

d^u' _ dt^ d^^ du^ d^ d^u^ d^ ô^u' d^ d^ d^ d^ 

~ds^ "^ dç "rfi^ "^ dv|> ds^ "^ 1^ ds^ '" '^dc^d^ ds ds "^ 'd^ ds^ * 

Mais dans l'hypothèse de la Terre sphérique on a 

d(p, sin> rf^cp, _ asinXcosX , 

'dT "~ cÔs^' ds^ ~ cosvj/, ^^^rn 



-^ =z cosi, -^-^Z ~z •- sinîïXlang4/,; 



partant, 



'7 
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le rayon osculateur R dans le sens de cette ligne géodésique est donc 

dcp-» 005*4», d4»2 



Soit, pour abréger, 



a 



on aura 



K.:i ,-aa,-^atang+,^-^^- -; -_X_...i«_ 
B - langvj;, ^^ - ^^^^^^ 1- ^ ^^^ ; 



Rr-K H- Asin2X }- Bcos2>. 



Les observations des angles azimutaux et de la difTérence des latitudes 
aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées, Tune dans le 
sens du méridien, l'autre dans le sens perpendiculaire au méridien, 
feront connaître, par ce qui précède, les valeurs de A, B et K; car ces 
observations donnent les rayons osculateurs dans ces deux sens. Soient 
R et R' ces rayons; on aura 

^ R' , R" - R- R' 

0. 2 

et la valeur de A sera déterminée soit par Tazimut de Textrémité de 
Tare mesuré dans le sens du méridien, soit par la difTérence en latitude 
des deux extrémités de Tare mesuré dans le sens perpendiculaire au 
méridien. On aura ainsi le rayon osculateur de la ligne géodésique 
dont le premier côté forme un angle quelconque avec le plan du mé- 
ridien. 
Si Ton nomme 2E un angle dont la tangente est ^-9 on aura 

R K : v^*-^ R*cos(2X -2E); 
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le plus grand rayon osculateur répond à > = E; la ligne géodésique 
correspondante forme donc Tangle Ë avec le plan du méridien. Le plus 
petit rayon osculateur répond à > = iog^h-E; soit r ce plus petit 
rayon, et r' le plus grand ; on aura 

R = r-4-(r'-r)cos2(X-E), 

X — E étant l'angle que la ligne géodésique correspondante à R forme 
avec celle qui correspond à r' . 

Nous avons déjà observé qu'à chaque point de la surface de la Terre 
on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel les degrés dans 
tous les sens sont sensiblement les mêmes dans une petite étendue au- 
tour du point d'osculation. Exprimons le rayon de cet ellipsoïde par 
la fonction (*) 

I - asin24/[i 4- h coS2(<p -h 6)], 

les longitudes ç étant comptées d'un méridien donné. L'expression 
de l'arc terrestre mesuré dans le sens du méridien sera, par ce qui 
précède, 

e [i >f-Acos2(9-: 6)](i -\- 3cos2ij; -- 3f sin2i{;j. 

(*) Il y a dans cet alinéa des inexactitudes qui ont été signalées par Bowditch dans 
son édition de la Mécanique céleste; mais les corrections proposées par le consciencieux 
commentateur me paraissent s'écarter du texte do Laplace plus qu'il n'est nécessaire. II me 
semble préférable de corriger de la manière suivante les formules du texte : 

i"* Rayon de l'ellipsoïde, 

I -f- acos*^[i -f-ÂC0S2(f -h §)]; 
2* Longueur de l'arc terrestre mesuré dans le sens du méridien, 

ou 

t-V' — [i -}-Âcos2(f -+- 6)] (i — 3cos2^ -4- Sisini'j*); 

3* Valeur de langle a, 

a = — 2afÂsin^tangi|'6in2(7-f- S); 

4* Valeur du degré mesuré dans le sens perpendiculaire au méridien, 

1° -h i".a[i H- h cos2(y -+- Ç)] (i -h sin«+) — 4^aA cos2(y H- 6). 

Ces formules peuvent se déduire de celles de l'édition américaine, en prenant pour unité 
ce que Bowditch appelle i — x. V. P. 
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Si Tare mesuré est considérable, et si l'on a observé, comme en France, 
la latitude de quelques points intermédiaires entre les extrêmes, on 
aura par ces mesures et la grandeur du rayon pris pour unité, et la 

valeur de a[i 4- Acos2(<p -+-€)]. On a ensuite, par ce qui précède, 

l'observation des angles azimutaux aux deux extrémités de Tare fera 
connaître aAsin2((p 4- ê). Enfin, le degré mesuré dans le sens perpen- 
diculaire au méridien est 

i" 4- I*» . a [i 4- A cos 2(94-6)] sin^ ^j; 4 4** • a A lang* ^|^ cos2 (9 -h 6) ; 

la mesure de ce degré donnera donc la valeur de aA cos 2(9 4- 6). Ainsi 
l'ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses mesures; il serait 
nécessaire, pour un aussi grand arc, d'avoir égard au carré de e dans 
l'expression de l'angle ci, surtout si, comme on l'a observé en France, 
l'angle azimutal ne varie pas proportionnellement à l'arc mesuré; il 
faudrait même alors ajouter à l'expression précédente du rayon de Fel- 
lipsoîde un terme de la forme a^sin<|/cos<|/sin(9 4- 6'), pour avoir 
l'expression la plus générale de ce rayon. 

39. La figure elliptique est la plus simple après celle de la sphère; 
on a vu précédemment qu'elle doit être celle de la Terre et des pla- 
nètes, en les supposant originairement fluides, si d'ailleurs elles ont 
conservé, en se durcissant, leur figure primitive; il était donc naturel 
de comparer à cette figure les degrés mesurés des méridiens; mais 
cette comparaison a donné pour la figure des méridiens des ellipses 
diflerentes et qui s'éloignent trop des observations pour pouvoir être 
admises. Cependant, avant de renoncer entièrement à la figure ellip- 
tique, il faut déterminer celle dans laquelle le plus grand écart des 
degrés mesurés est plus petit que dans toute autre figure elliptique, 
et voir si cet écart est dans les limites des erreurs des observations. 
On y parviendra par la méthode suivante. 
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Soient a^*\ a^^K a^^\... les degrés mesurés des méridiens; soient 
p^*\ p^*\ p^*\ ... les carrés des sinus des latitudes correspondantes; 
supposons que, dans l'ellipse cherchée, le degré du méridien soit ex- 
primé par la formule z -^py\ en nommant a?^*\ a?^^^ a?^'\... les erreurs 
des observations, on aura les équations suivantes, dans lesquelles nous 
supposerons que/?^*^/>^^\/?^*^... forment une progression croissante, 



aW — 2 — pMy-z jyC'»), 



n étant le nombre des degrés mesurés. 

On éliminera de ces équations les deux inconnues z et j^, et Ton aura 
/* — 2 équations de condition entre les n erreurs x^^\ x^'^\ . . . , x^'^K II 
faut maintenant déterminer le système de ces erreurs dans lequel la 
plus grande est, abstraction faite du signe, moindre que dans tout autre 
système. 

Supposons d'abord que l'on n'ait entre ces erreurs qu'une seule 
équation de condition, que nous pouvons représenter par celle-ci 

a étant positif. On aura le système des valeurs de a?^*\ x^^\..., qui 
donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur à la plus 
grande, en les supposant, au signe près, toutes égales entre elles et 
au quotient de a divisé par la somme des coefficients m, n, p,..., pris 
positivement. Quant au signe que chaque quantité doit avoir, il doit 
être le même que celui du coefficient de cette quantité dans l'équa- 
tion proposée. 

Si l'on a deux équations de condition entre ces erreurs, le système 
qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande sera tel 
qu'abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront égales entre elles. 
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à l'exception d'une seule qui sera plus petite que les autres, ou du 
moins qui ne les surpassera pas. En supposant donc que x^*^ soit cette 
erreur, on la déterminera, en fonction de a^^\ a?^'\... , au moyen de 
Tune des équations de condition proposées; en substituant ensuite 
cette valeur de a?^*^ dans l'autre équation de condition, on en formera 
une entre x^^\ x^^\...; représentons-la par la suivante 

a étant positif; on aura, comme ci-dessus, les valeurs de J7^*^ a?^*\..., 
en divisant a par la somme des coefficients m, /i,..., pris positivement, 
et en donnant successivement au quotient les signes de m, /i,.... Ces 
valeurs, substituées dans l'expression de o?^'^ en x^^\ x^^\ . . . , donne- 
ront la valeur de x^*\ et, si cette valeur, abstraction faite du signe, 
n'est pas plus grande que celle de x^^\ ce système de valeurs sera celui 
qu'il faut adopter; mais, si elle est plus grande, alors la supposition 
que x^*^ est la plus petite erreur n'est pas légitime, et il faudra faire 
successivement la même supposition sur x^^\ x^^\..., jusqu'à ce que 
l'on parvienne à une erreur qui y satisfasse. 

Si l'on a trois équations de condition entre ces erreurs, le système 
qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande sera tel que, 
abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront égales entre elles, 
à l'exception de deux, qui seront moindres que les autres. En suppo- 
sant donc que a?^*^ et x^^^ soient ces deux erreurs, on les éliminera de la 
troisième des équations de condition au moyen des deux autres équa- 
tions, et l'on aura une équation de condition entre les erreurs x^*\ 
x^^K ... ; représentons-la par la suivante 

a étant positif. On aura les valeurs de x^*\ a?^^^..., en divisant a par la 
somme des coefficients m, /i, . . . , pris positivement, et en donnant suc- 
cessivement au quotient les signes de m, n,.... Ces valeurs, substituées 
dans les expressions de x^*^ et de x^^^ en x'^^K a?^*\..., donneront les 
valeurs de x^*^ et de x^^\ et si ces dernières valeurs, abstraction faite 
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du signe, ne surpassent pas x^^\ on aura le système d'erreurs qu'il faut 
adopter; mais, si l'une de ces valeurs surpasse œ^*\ la supposition que 
^<) et a^^^ sont les plus petites erreurs n'est pas légitime, et il faudra 
faire la même supposition sur une autre combinaison des erreurs x^*K 
3i^*\ a;^*^..., prises deux à deux, jusqu'à ce que l'on parvienne à une 
combinaison dans laquelle cette supposition soit légitime. Il est facile 
d'étendre cette méthode au cas où l'on aurait quatre ou un plus grand 
nombre d'équations de condition entre les erreurs x^*\ x^^\ x^^\ .... 
Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d'en conclure les valeurs 
de z et de y. 

La méthode que nous venons d'exposer s'applique à toutes les ques- 
tions du même genre; ainsi, ayant un nombre n d'observations d'une 
comète, on peut, à son moyen, déterminer l'orbite parabolique dans 
laquelle la plus grande erreur est, abstraction faite du signe, moindre 
que dans toute autre orbite parabolique, et reconnaître par là si l'hy- 
pothèse parabolique peut représenter ces observations. Mais, quand le 
nombre des observations est considérable, cette méthode conduit à de 
longs calculs, et l'on peut, dans le problème qui nous occupe, arriver 
facilement au système cherché des erreurs, par la méthode suivante. 

Concevons que x^'^ soit, abstraction faite du signe, la plus grande 
des erreurs x^*\ x^^\ ... ; nous observerons d'abord qu'il doit exister 
une autre erreur or^^'^ égale et de signe contraire à x^^^; autrement, on 
pourrait, en faisant varier z convenablement dans l'équation 

diminuer l'erreur x^^\ en lui conservant la propriété d'être l'erreur 
extrême, ce qui est contre l'hypothèse. Nous observerons ensuite que, 
x^^) eix^^^ étant les deux erreurs extrêmes, l'une positive et l'autre 
négative, et qui doivent être égales, comme on vient de le voir, il doit 
exister une troisième erreur x^^''^ égale, abstraction faite du signe, 
à x^^K En effet, si l'on retranche l'équation correspondante à x^^^ de 
l'équation correspondante à x^^'\ on aura 

OKuvres de L. — IL l8 
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Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe, la 
somme des erreurs extrêmes, et il est clair qu'en faisant varier conve- 
nablement j, on peut la diminuer, en lui conservant la propriété d*étre 
la plus grande des sommes que Ton peut obtenir par l'addition ou par 
la soustraction des erreurs x^^\ x^^\ . . • , prises deux à deux, pourvu 
qu'il n'y ait point une troisième erreur x^^"^ égale, abstraction faite du 
signe, à a?^'^; or, la somme des erreurs extrêmes étant diminuée, et ces 
erreurs étant rendues égales au moyen de la valeur de z, chacune de 
ces erreurs serait diminuée, ce qui est contre l'hypothèse. Il existe 
donc trois erreurs x^^\ x^^'K x^^"\ égales entre elles, abstraction faite 
du signe, et dont l'une a un signe contraire à celui des deux autres. 
Supposons que ce soit x^^'^ ; alors le nombre i' tombera entre les deux 
nombres i et i''. Pour le faire voir, imaginons que cela ne soit pas, el 
que l' tombe en deçà ou au delà des nombres i et i'\ En retranchant 
l'équation correspondante à i' successivement des deux équations cor- 
respondantes à { et à i'\ on aura 

adn — a(«') — [pHn — pii'))y-- arC'') — x^'h 

Les seconds membres de ces équations sont égaux et de même signe; 
ils sont encore, abstraction faite du signe, la somme des erreurs ex- 
trêmes; or il est clair qu'en faisant varier convenablement j", on peut 
diminuer chacune de ces sommes, puisque le coefficient de j" a le 
même signe dans les deux premiers membres; on peut d'ailleurs, en 
faisant varier z convenablement, conserver à x^^'^ la même valeur; xf^^^ 
et x^^**^ seraient donc alors, abstraction faite du signe, moindres que 
x^^\ qui deviendrait la plus grande des erreurs, sans avoir d'égale, et 
dans ce cas on peut, comme on vient de le voir, diminuer Terreur ex- 
trême, ce qui est contre l'hypothèse. Ainsi le nombre i' doit tomber 
entre les nombres i et i". 

Déterminons maintenant lesquelles des erreurs a?^•^ a?^*^ a:<■^... sont 
les erreurs extrêmes. Pour cela, on retranchera la première des équa- 
tions (Â) successivement des suivantes, et l'on aura cette suite d'é- 



quations 



(B) 
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Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront né- 
gatifs, et alors la valeur de a?^*^ sera plus grande que x^^\ a?^'^...; en 
diminuant continuellement^, on arrivera enfin à une valeur qui rendra 
positif Tun de ces premiers membres, qui, avant d'arriver à cet état, 
deviendra nul. Pour connaître celui de ces membres qui le premier 
devient égal à zéro, on formera les quantités 

'p(in~^(J)^ 'p{^) — p{\V pH).-p(i)^ 

Nommons S^^^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 

~" ; s'il y a plusieurs valeurs égales à &*\ nous considérerons 

celle qui correspond au nombre r le plus grand. En substituant &^^ 
pour j dans la (r — 1)^^™« des équations (B), œ^''^ sera égal à x^*\ et, en 
diminuant j, il l'emportera sur x^*\ le premier membre de cette équa- 
tion devenant alors positif. Par les diminutions successives de j, ce 
membre croîtra plus rapidement que les premiers membres des équa- 
tions qui la précèdent; ainsi, puisqu'il devient nul lorsque les précé- 
dents sont encore négatifs, il est visible que, dans les diminutions suc- 
cessives de y 9 il sera toujours plus grand qu'eux, ce qui prouve que x^''^ 
sera constamment plus grand que x^*\ a?^^^..., x^'''~*\ lorsque y sera 
moindre que 6^*^ 

Les premiers membres des équations (B) qui suivent la (r — i)'*"* 
seront d'abord négatifs, et, tant que cela aura lieu, a7^''"*"*\ x^'''^^\. . . 
seront moindres que x^*\ et par conséquent moindres que x^''K qui de- 
vient la plus grande de toutes les erreurs x'*\ x^^\ . . . , x^'^\ lorsque y 
commence à devenir moindre que &*K Mais, en continuant de dimi- 
nuer y, on parvient à une valeur de cette variable, telle que quelques- 

i8. 



UO MÉCANIQUE CÉLESTE. 

unes des erreurs x^''-^*\ a?^'*'*"'\... commencent à l'emporter sur a?^'"^ 
Pour déterminer cette valeur de j, on retranchera la r**°^ des équa- 
tions (A) successivement des suivantes, et l'on aura 

fl(/-+-l) _ air) _ [p(r^t) — p(r)^yz=ix('^*^ — X^^"), 
air+2) _ air) _ [p(M-2) _|>(r))^ — ^(r4-2) _ ^(r)^ 



on formera ensuite les quantités 

û(r+ 1 ) _ a(r) aC^2) — «('■) 

p(/H-i)__^(r) ' pir*-2) ^ p(r)^ ' ' 'J 

Nommons ë^'^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 
(r^)Z (r) ^ ^* plusieurs de ces quantités sont égales à &^\ nous suppo- 
serons que r' est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. 
Cela posé, a?^*"^ sera la plus grande des erreurs œ^*\ a?^*^..., a?^"', tant 
que y sera compris entre &*^ et ê^*^; mais lorsqu'en diminuant y on 
sera arrivé à 6^*^ alors x^'^^ commencera à l'emporter sur a^''^ et à de- 
venir la plus grande des erreurs. 

Pour déterminer dans quelles limites, on formera les quantités 

a(r'-^i) — acn ai^'-^^) _ air') 

Soit &*^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 
"~(i ^)Z (ro '^ *i plusieurs de ces quantités sont égales à 6'*^ nous suppo* 

serons que r" est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. 
x^^^ sera la plus grande de toutes les erreurs depuis y = &^^ jusqu*à 
Y = 6^'^ Lorsque y = 6^'^ alors x^'^'^ commence à être cette plus grande 
erreur. En continuant ainsi, on formera les deux suites 

/ Xi*\ xi'-\ X<r')^ xir"), ..., x^"),' 

(C) 

{oo, 60), 6(a), 6(3), ..., 6(^^ -»• 

La première indique les erreurs x'^\ x^''\ x^^\.., qui deviennent suc- 
cessivement les plus grandes; la seconde suile, formée de quantités 
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décroissantes, indique les limites de j" entre lesquelles ces erreurs sont 
les plus grandes; ainsi a?^*^ est la plus grande erreur depuis y = ^ jus- 
qu'à y = &*^; ocf^''^ est la plus grande erreur depuis y = 6<*^ jusqu'à 
y = gW; xi^^ est la plus grande erreur depuis j = &^^ jusqu'à y = &'^ ; 
ainsi de suite. 

Reprenons maintenant les équations (B), et supposons y négatif et 
infini. Les premiers membres de ces équations seront positifs; x^*^ sera 
donc alors la plus petite des erreurs x^^K x^^\ ... ; en augmentant con- 
tinuellement y, quelques-uns de ces membres deviendront négatifs* et 
alors x^*^ cessera d'être la plus petite des erreurs. Si l'on applique ici 
le raisonnement que nous venons de faire pour le cas des plus grandes 
erreurs, on verra que, si l'on nomme V*) la plus petite des quantités 

ai^) — a(n a(i)-a(n a(*) — a(0 

et si l'on suppose qu'elle soit -(jj-^zrTî')^ ^ étant le plus grand des 

nombres auxquels répond V*\ si plusieurs de ces quantités sont égales 
à V*^; x^*^ sera la plus petite des erreurs depuis y= —co jusqu'à 
y = V*^ Pareillement, si l'on nomme V^^ la plus petite des quantités 

et que Ton suppose qu'elle soit ^j^^^» s' étant le plus grand des 

nombres auxquels répond 1^^^ , si plusieurs de ces quantités sont égales 
à V*^; x^'^ sera la plus petite des erreurs depuisj^:= V*^ jusqu'àj^ = V^^ 
et ainsi du reste. On formera de cette manière les deux suites 

( x(*\ xC), x(*'\ jfC^), ..., x("\ 

(») 

( -C», X(«), X(2), Xf3), ..., 1(9'), X. 

La première indique les erreurs x^*\ x^'\ x^*'\ . . . qui sont successive- 
ment les plus petites, à mesure que l'on augmente y\ la seconde suite, 
formée de termes croissants, indique les limites des valeurs de y entre 
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lesquelles chacune de ces erreurs est la plus petite; ainsi x^*^ est la 
plus petite des erreurs depuis j= — «> jusqu'à j = V*^; a^'^ est la plus 
petie des erreurs depuis y = \^^^ jusqu'à j^ = X^*^ et ainsi du reste. 
Cela posé, 

La valeur de y qui appartient à Tellipse cherchée sera Tune des 
quantités &*\ ê^*^ 6<*\ . . . , V*\ V*^ V'\ , . . ; elle sera dans la première 
suite, si les deux erreurs extrêmes de même signe sont positives. En 
effet, ces deux erreurs étant alors les plus grandes, elles sont dans la 
suite a?<*\ x^''\ x^'^\ ... ; et, puisqu'une même valeur de y les rend 
égales, elles doivent être consécutives, et la valeur dey qui leur con- 
vient ne peut être qu'une des quantités &*\ ê^^\ . . . , parce que deux de 
ces erreurs ne peuvent être à la fois rendues égales et les plus grandes 
que par l'une de ces quantités. Voici maintenant de quelle manière 
on déterminera celle des quantités ê<*^ 6^*^ . . . qui doit être prise 
pour y. 

Concevons, par exemple, que &^^ soit cette valeur; il doit alors se 
trouver, par ce qui précède, entre œ^''^ et œ^'^'\ une erreur qui sera le 
minimum de toutes les erreurs, puisque a?^'^^ etx^'^'^ seront les maxima 
de ces erreurs; ainsi, dans la suite a?^*\ x^'*, x^*'\...^ quelqu'un des 
nombres 5, s\... sera compris entre r' et r'\ Supposons que ce soit s. 
Pour que x-'^ soit la plus petite des erreurs, la valeur de y doit être 
comprise depuis V*^ jusqu'à V^^; donc, si 6^'^ est compris dans ces 
limites, il sera la valeur cherchée dey, et il sera inutile d'en chercher 
d'autres. En effet, supposons que l'on retranche celle des équations (A) 
qui répond à oo^'^ successivement des deux équations qui répondent à 
x^'^^ et à x^'^'^; on aura 

a(r^) — a(i) _ [pir'') — pi')) y _ ^ xC^^ — x('K 

Tous les membres de ces équations étant positifs, en supposanty=6^*\ 
il est clair que, si l'on augmente y, la quantité aj^'^^ — a?^'^ augmen- 
tera; la somme des erreurs extrêmes, prise positivement, en sera donc 
augmentée. Si l'on diminue y, la quantité x^'^'^-^x^*^ en sera augmen- 
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tée, et par conséquent aussi la somme des erreurs extrêmes; 6^'^ est 
donc la valeur dey qui donne la plus petite de ces sommes, d'où il suit 
qu^elle est la seule qui satisfasse au problème. 

On essayera de cette manière les valeurs de &*K &^K 6^*\ . . . , ce qui 
se fera très-aisément par leur seule inspection, et, si l'on arrive à une 
valeur qui remplisse les conditions précédentes, on sera sûr d'avoir In 
valeur cherchée de y. 

Si aucune des valeurs de 6 ne remplit ces conditions, alors cette va- 
leur de y sera quelqu'un des termes de la suite X^*\ V^\ V\ Con- 
cevons, par exemple, que ce soit V*^; les deux erreurs extrêmes x^'^ el 
oc^''^ seront alors négatives, et il y aura, par ce qui précède, une erreur 
intermédiaire, qui sera un maximum, et qui tombera, par conséquent, 
dans la suite x^*\ x^''\ x^'^\.... Supposons que ce soit a?^'*\ r étant alors 
nécessairement compris entre 5 et ï; V^^ devra donc être compris entre 
S^*> et &*K Si cela est, ce sera une preuve que X<*^ est la valeur cherchée 
de j. On essayera donc ainsi tous les termes de la suite X^*\ V'\ X^*\..., 
jusqu'à ce que l'on arrive k un terme qui remplisse les conditions pré- 
cédentes. 

Lorsque l'on aura ainsi déterminé la valeur de j, on aura facilement 
celle de z. Pour cela, supposons que &^^ soit la valeur de y^ et que les 
trois erreurs extrêmes soient x^''^, x^''^ et x^*^\ on aura x^*^ — — x^^\ 
et par conséquent 



air) -. z — p(f^y-z x^^\ 
a(s) — z — p^f)yr- — x^''\ 



d'où l'on tire 



z ----. 



a(r)-^. a^s) p(r)^- p(s) 

- - y; 



on aura ensuite la plus grande erreur x^''^ au moyen de l'équation 



a(''^ — a(*> p(*> - - p(f^ 

x(r) :- -u r IL.. Y. 

•2 2 



40. L'ellipse déterminée dans le numéro précédent sert à reconnsTiti-e 
si l'hypothèse d'une figure elliptique est dans les limites des erreurs 
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(les observations; mais elle n'est pas celle que les degrés mesurés in- 
diquent avec le plus de vraisemblance. Cette dernière ellipse me parait 
devoir remplir les conditions suivantes, savoir : i^ que la somme des 
erreurs commises dans les mesures des arcs entiers mesurés soit nulle; 
:^^ que la somme de ces erreurs prises toutes positivement soit un mi- 
nimum. En considérant ainsi les arcs entiers au lieu des degrés qui en 
ont été conclus, on donne à chacun de ces degrés d'autant plus d'in- 
fluence sur Tellipticité qui en résulte pour la Terre, que l'arc corres- 
pondant est plus considérable, comme cela doit être. Voici une méthode 
très-simple pour déterminer l'ellipse qui satisfait à ces deux conditions. 
Reprenons les équations (A) du n^ 39, et multiplions-les respective- 
ment par les nombres qui expriment combien les arcs mesurés ren- 
ferment de degrés, et que nous désignerons par i^'\ i^*\ i^^\.... Soit A 
la somme des quantités i^*^a^*\ i^^^a^^\ . . . , divisée par la somme des 
nombres i^^\ i^^\ i^'\...; soit pareillement P la somme des quantités 
i(«)^M)^ i(2)^(2)^ _^ divisée par la somme des nombres i^*\ i^*^ i^*^...; la 
condition que la somme des erreurs i^*^a?^*\ ^^^^a?^*^... est nulle donne 

o — A — z — P^-. 

Si Ton retranche cette équation de chacune des équations (A) du nu- 
méro précédent, on aura de nouvelles équations de la forme suivante : 

ftn)_ q{i)y ^x^^\ 

ft(2)..^(2)y.:^^(2) 



Formons la suite des quotients -^j;» -j^» T»")''"' et disposons-les sui- 
vant leur ordre de grandeur, en commençant par les plus grands: 
multiplions ensuite les équations (0) auxquelles ils répondent par les 
nombres correspondants i^*\ i^^K---; disposons enfin ces équations ainsi 
multipliées dans le même ordre que ces quotients. Les premiers mem- 
bres de ces équations disposées de cette manière formeront une suite 
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de termes de la forme 

iP) A(Oj_c(0, yi(2)^-_c(2), A(3)^^.c(3), ..., 

dans lesquels nous supposerons A^*^ h^^\ . . . positifs, en changeant le 
signe des termes où j a un coefficient négatif. Ces termes sont les er- 
reurs des arcs mesurés, prises positivement ou négativement. Cela 
posé, 

Il est clair qu'en faisant y infini, chaque terme de cette suite devient 
infini; mais ils diminuent à mesure que l'on diminue y, et finissent par 
devenir négatifs, d'abord le premier, ensuite le second, et ainsi des 
autres. En diminuant toujours j, les termes une fois parvenus à être 
négatifs continuent de l'être, et diminuent sans cesse. Pour avoir la 
valeur de y qui rend la somme de ces termes, pris tous positivement, 
un minimum, on ajoutera les quantités h^*\ h^^\ . . . , jusqu'à ce que 
leur somme commence à surpasser la demi -somme entière de toutes 
ces quantités; ainsi, en nommant F cette somme, on déterminera r 
de manière que l'on ait 

A(0 + A(2) H- AC) -f- . . . -f- hc-* ) < iF. 

On aura alors y — ^r^î en sorte que l'erreur sera nulle, relativement 

au degré même qui correspond à celle des équations (0) dont le pre- 
mier membre, égalé à zéro, donne cette valeur de y. 

Pour le faire voir, supposons que l'on augmente y de la quantité Sy, 

de manière que ^-^ -f- ùy soit compris entre Tr^irr) ®' TïF)' ^^^ ^ ~ * 
premiers termes de la série (P) seront négatifs, comme dans le cas de 

Cir) 

y = ^; mais, en les prenant avec le signe 4-, leur somme diminuera 
de la quantité 

Le r**"* terme de cette suite, qui est nul lorsque j= jr^> deviendra 

QEuyres de L. — II. m 
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positif et égal à h^''^%y; la somme de ce terme et des suivants, qui sont 
tous positifs, augmentera de la quantité 

mais on a, par la supposition, 

la somme entière des termes de la suite (P), pris tons positivement, 
sera donc augmentée, et, comme elle est égale à la somme des erreurs 
i(«)^(«)^ i(a)^2)^ ^ ^ j^g j^^g entiers mesurés, prises toutes avec le 

signe +, cette dernière somme sera augmentée par la supposition de 
y = j-^ -h ^y. Il est facile de s'assurer de la même manière qu'en 

augmentant y 9 en sorte qu il soit compris entre .^^^^ et .^^^^ > ou 

entre -r^pz^) ®t t^tt^»" » la somme des erreurs prises avec le signe 4- 

sera plus grande que lorsque y = -^^^ 

Diminuons présentement j^ de la quantité Sy, en sorte que tj^ — fy 

soit compris entre -r^^ et t^^^^tj' '^ somme des termes négatifs de la 
série (P) augmentera, en changeant leur signe, de la quantité 

et la somme des termes positifs de la même série diminuera de la 
quantité 

et, puisque Voa a 

il est clair que la somme entière des erreurs prises avec le signe -f- 
sera augmentée. On verra de la même manière qu'en diminuant y, en 
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sorte quil soit entre -f^^^, et ^f;:;:^^, ou entre ^^^^ et ^(p:;:^]--. la 
somme des erreurs prises avec le signe -+- est plus grande que lorsque 
y= ^; cette valeur de y est donc celle qui rend cette somme un 

minimum. 
La valeur de y donne celle de z au moyen de Téquation 

s = A-Pr. 

L'analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de Téqua- 
leur aux pôles» proportionnelle au carré du sinus de la latitude, et cette 
loi de variation ayant également lieu pour la pesanteur, il est clair 
qu'elle s'applique aux observations sur la longueur du pendule à se- 
condes. 

41. Appliquons-la d'abord aux degrés déjà mesurés des méridiens 
terrestres. Parmi ces degrés, je considérerai les sept suivants, que 
j'évaluerai en parties de la règle à laquelle on a rapporté Tare mesuré 
depuis Dunkerque jusqu'à Barcelone, pour déterminer l'unité fonda- 
mentale des poids et mesures. Je désignerai par la lettre R cette règle, 
qui est le double de la toise dont Bouguer s'est servi au Pérou. J'ex- 
poserai ensuite la manière dont on a fixé le rapport de cette règle au 
mètre. y 

Le premier de ces degrés est celui du Pérou, à zéro de latitude. Sa 
longueur, suivant Bouguer, est de 25538"^, 85; l'arc total mesuré d'où 
ce degré a été conclu est de 3^,4633. 

Le second est celui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par La 
Caille, et dont le milieu répond à la latitude de 37^,0093. Sa longueur 
est de 25666"^, 65; l'arc total mesuré d'où ce degré a été conclu est 
l^3572. 

Le troisième est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et Dixon. 
Son milieu répond à la latitude de 43^» 5556; sa longueur est de 
25599^,60; l'arc total mesuré est de 1*^,6435. 

Le quatrième est celui d'Italie, mesuré par Boscovich et Maire. Son 

'9' 
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milieu répond à la latitude de 47^» 79C3 ; sa longueur est de 2564o^, 55 ; 
Tare total mesuré est de n^y 4^34. 

Le cinquième degré est celui de France, mesuré nouvellement par 
Delambre et Méchain. Son milieu répond à la latitude de 5 1^,3327; 
sa longueur est de 25658'^, 29; l'arc total mesuré est de 10^,7487. 

Le sixième est celui d'Autriche, mesuré par Liesganig. Son milieu 
répond à la latitude de 53*^,0926; sa longueur est de 25683*, 3o; Tare 
total mesuré est de 3^,2734. 

Le septième est celui de Laponie, mesuré par Clairaut, Maupertuis, 
Le Monnier, etc. Son milieu répond à la latitude de 73*^,7037; en pre- 
nant une moyenne entre les diverses suites de triangles, et en ayant 
égard à la réfraction dans l'évaluation de l'arc céleste, je fixe sa lon- 
gueur à 25832*^,25; l'arc total mesuré est de i^,o644* 

Voici le tableau de ces degrés disposés suivant l'ordre des latitudes : 



Utitudes. 


LoDguean des degrés 



, 0000 


25538*, 85 


37 , 0093 


25666,65 


43,5556 


25599,60 


47 ' 7963 


2564o,55 


5i ,3327 


25658,28 


53,0926 


25683 , 3o 


73,7037 


25832 , 25 



Les équations (A) du n*" 39 deviennent donc ici 

25538,85 — z —jr, 0,00000 ^=ix^^\ 
25666,65 -z--/.o,3oi56r=^(î»), 
25599,60 — 2 - -/.o, 39946 — :c('^ 
(A') { 2564o, 55 — 2—/. 0,46541 —j:(*), 

25658,28 - z -/. 0,52093 r_: ^(5), 

25683, 3o - z - j.o,5485o r^:r(«), 
V 25832,25 3-^.0,83887 =jKt). 
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Les deux suites (G) du même numéro deviennent 

x(*\ x(^\ xC^K 

00, 4^3,796, 3o8,202, — QO , 

et les deux suites (D) deviennent 

a:(0, xCî), x(^\ xC), 

-00, i52,o8oy 483,087, 547,176, 00. 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, y = 3o8*,202, ce qui 
donne ^ pour l'ellipticité de la Terre. On ^ ensuite 

^(2) =1: xC^) — — a:C5) ^ 48% 60. 

Ainsi, de quelque manière que l'on combine les sept degrés précé- 
dents, quelque rapport que l'on choisisse pour celui des axes de la 
Terre, il est impossible d'éviter dans l'ellipse une erreur de 48*^» 60 dans 
les mesures de quelques-uns des degrés précédents; et comme cette 
erreur, étant la limite de celles qui peuvent être admises, est, par cela 
même, infiniment peu probable, il faudrait, dans la supposition d'une 
figure elliptique, admettre des erreurs encore plus grandes que 48^,60. 
Or, en examinant avec attention les mesures de ces degrés, il parait 
difficile de supposer à la fois que, dans chacun des degrés de Pensyl- 
vanie, du Gap de Bonne-Espérance et de Laponie, sur lesquels tombent 
les trois plus grandes erreurs, il s'est glissé une erreur de 48^,60; il 
semble donc résulter des erreurs précédentes que la variation des de- 
grés des méridiens terrestres s'écarte sensiblement de la loi du carré 
des sinus de la latitude, que donne l'hypothèse des méridiens ellip- 
tiques. 

Déterminons cependant l'ellipse la plus probable qui résulte de ces 
mesures. En multipliant les équations (A') respectivement par les nom- 
bres i[*\ i^^K i^^K ... de degrés que renferment les arcs mesurés qui 
leur correspondent, et divisant leur somme par i^*^ -h *<^^ -h 1^'^ -h . . . , 
la condition que la somme des erreurs i^*^x^*^ 4- i^^^x^^^ + . . . est nulle 

donne 

= 25646*,8o — z —/•. 0,43717; 
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les équations (0) du numéro précédent deviennent ainsi 

— 107, 954- j'. 0,43717 —x(*), 
19,85 -f-7.o,i356i — x<2), 

(0') \ — 6,25 —j. 0,02824 ~^(*^ 

1 I ,48 — ^.0,08376 :rr .r^*), 

36,5o— ^.o, iii33i= j:(*>, 
185,45 — ^.0,40170 -- j;vT). 

De là il est facile de conclure que la suite des quantités h^*\ A^*^ A^'^..., 
disposées suivant Tordre de grandeur des quotients -^^^ Ta)'**'' ®^^ 

0,06198, 0,42757» 0,3644^9 1,51405, o,9oo3i, o,i84o5, 0,06787. 

Les. équations (0') leur correspondent dans l'ordre 3, 7, 6, i, 5, 2, 4î 
la somme des trois premières quantités est plus petite que la demi- 
somme de toutes ces quantités, et la somme des quatre premières la 
surpasse; on a donc x^*^ = o, ce qui donne y ~ 246,93, et par consé- 
quent z = 25538", 85; en sorte que l'expression du degré du méridien 
est 25538*,85-+-246",93.sin'»e, 9 étant la latitude, d'où résulte ^ 
pour Taplatissement de la Terre. Cette expression donne 86^,26 pour 
l'erreur du degré de Laponie, erreur beaucoup trop grande pour être 
admise; ce qui confirme ce que nous avons dit, savoir, que la Terre 
s'écarte sensiblement de la figure elliptique. 

Les opérations faites nouvellement par Delambre et Méchain, pour 
la mesure de l'arc du méridien terrestre compris entre Dunkerque et 
Barcelone, ne laissent, vu leur grande précision, aucun doute à cet 
égard. Voici les principaux résultats de ces opérations. 

Latitudes. Distances au parallèle de Montjoui, 

des parallèles de 
o 

Montjoui 45*958281 

Carcassonne 4^*016790 Carcassonjie 52749, 4^ 

Évaux 5i, 309414 Évaux i37i74«o3 

Panthéon à Paris. . . 54,274614 Panthéon 213319,77 

Dunkerque 56,706944 Dunkerque 275792,36 
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Maintenant, soient a^^\ a^*\ a^*^ et a<*^ ces distances; %^*K et*>, ¥^K 
0<*\ 6^*^ les latitudes, et x^*\ x^^\ x^*\ a:<*^ o?^*^ les erreurs dont ces 
latitudes sont susceptibles, et que Ton peut attribuer soit aux observa- 
tions mêmes de la hauteur du pôle, soit aux mesures géodésiques dont 
les erreurs influent sur les latitudes des parallèles supposés distants 
de celui de Montjoui des intervalles a^^\ a^^\ .... L'arc terrestre com- 
pris entre Téquateur et le parallèle de Montjoui est k très-peu près, 
par ce qui précède, 

s étant la grandeur du degré moyen, et p étant Faplatissement de la 
Terre réduit en degrés. L'arc compris entre l'équateur et le parallèle 
de Garcassonne sera 

Tare compris entre les deux parallèles de Garcassonne et de Montjoui 
sera donc 

En régalant à a^^\ on aura 

0(2) _ ecn ^ ^(a) _ ^(1) _ »psin(e(î») - 9(«^) cos(6(^^ H- 0(*>) -.-- — • 

Les parallèles des autres lieux, comparés à celui de Montjoui, donnent 
trois équations semblables. En substituant ensuite les nombres corres- 
pondants, on aura les quatre équations suivantes 

2»,o585o9 -4- xl*) -xi'i- p. 0,0045829 — ?î2i9Vi8, 



(B) 



5s35i i33 -+- xf») - xl'> - p.o,oo54o36 = '^7'74'.o3 ^ 

8», 3 16333 -4- x(* ) — x( o + p . 0,0007 1 52 r-- ^-1^?^ , 

io«, 748663 + ar(5) - x«) + p. 0,0105491 vr tT^TS^i^. 

Si l'on applique à ces équations la première méthode que nous avons 
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donnée au commencement du n^ 39, on trouve que» dans l'hypothèse 
elliptique qui donne un minimum pour la plus grande erreur, on a 

l'aplatissement p = ^ g > et le degré correspondant au parallèle 

moyen égal à 25649^» 8. ^^^ observations ont été faites avec tant de 
précision qu'elles ne sont pas susceptibles des erreurs précédentes, 
quoique fort petites; il parait donc qu'on doit les attribuer, au moins 
en partie, à des causes qui écartent la figure de la Terre de celle d'un 
ellipsoïde. Mais ce qui le prouve incontestablement, c'est l'aplatisse- 
ment -5— g que l'ensemble de ces erreurs donne à la Terre, aplatisse- 
ment qui ne peut subsister ni avec les phénomènes de la pesanteur, ni 
avec ceux de la précession et de la nutation : car ces phénomènes ne 
permettent pas de supposer à la Terre un aplatissement plus grand que 
dans le cas de l'homogénéité, ou au-dessus de ~. 

Si dans les équations (B) on fait p= âjô» ^u, en degrés, p~ 0*^,27691, 
et si l'on suppose 

lOOOO 

s m-- — 9 

elles donnent les suivantes 

o o 

o , 000000 — 2 — y, o , 000000 - " -- x^*\ 
2,057240-2—^. 5,'?.']^g^8^^ — x(^^f 
5,349637 — 2 —/. 13,717403 1^ -x(^^f 
8,3i653i — 2 — J.21 ,331977 — - x(*\ 
io,75i583 — z —j. 27, 579236— — x^^K 

Ces équations rentrent dans les équations (A) du n^ 39, avec la seule 
différence du signe des erreurs x^*\ a7^^^.... En y appliquant la seconde 
méthode exposée dans ce numéro, les deux suites (G) du même nu- 
méro deviennent 

-^(0, -^(2), --x(»), -,r(5), 

», oS 390002, o», 389981, o», 389699, —QO, 
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et les deux suites (D) deviennent 

— 00 , o«, 389843, 00 , 

d'où Ton tire 

— orCO — - x(^) - a:(«) rr-. - 9*^,98, 

/= 0,389843, 

et le degré sur le parallèle de So"* égal à 2565 1^, 33. 

Une erreur de 9", 98 est beaucoup trop grande pour être admise; 
ainsi l'aplatissement ^^ et, à plus forte raison, des aplatissements 
moindres, ne peuvent pas se concilier avec les mesures précédentes; 
il est donc bien prouvé que la Terre s'éloigne très-sensiblement d'une 
figure elliptique. Mais il est très-remarquable que les mesures faites 
nouvellement en France et en Angleterre, avec une grande précision, 
dans le sens des méridiens et dans le sens perpendiculaire aux méri- 
diens, se réunissent à indiquer un ellipsoïde osculateur dont l'ellipti- 
cité est ~ô, et le degré moyen est égal à 25649"^, 8. 

Pour représenter avec c^s données les mesures des degrés entre 
Dunkerque et le Panthéon, le Panthéon et Évaux, Évaux et Carcas- 
sonne, enfin Carcassonne et Montjoui, il ne faut qu'altérer d'environ 
4'\4 les latitudes observées. Le degré perpendiculaire au méridien, à 
la latitude de 56", 3 1 44» devient 25837"^, 6, et, par des opérations très- 
exactes faites en Angleterre, on l'a trouvé de 25833*, 4- H paraît donc, 
par cet accord, que l'aplatissement considérable de l'ellipsoïde oscula- 
teur en France ne dépend point des attractions des Pyrénées et des 
autres montagnes situées au midi de la France; il tient à des attrac- 
tions beaucoup plus. étendues, dont l'efiet est sensible au nord de la 
France et même en Angleterre, comme en Autriche et en Italie; car 
tous les degrés mesurés dans celte partie de la surface de la Terre sont, 
à 8" ou 9* près, représentés par l'ellipsoïde osculateur dont on vient 
de parler. 

Il parait encore, par les diverses observations azimutales faites sur 
Tare du méridien terrestre, depuis Dunkerque jusqu'à Montjoui, que 

Œuvres de L. ^ H. 20 
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Tellipsoïde osculateur n'est pas exactement un solide de révolution. En 
appliquant à ces observations les formules du n^ 38 et les méthodes 
précédentes, on pourra déterminer l'ellipsoïde osculateur qui satisfait 
à la fois aux observations des azimuts et des latitudes. Nous nous bor- 
nerons ici à remarquer que la mesure d'une perpendiculaire à la mé- 
ridienne de l'Observatoire, faite dans la plus grande largeur de la 
France, par les moyens que l'on vient d'employer dans la mesure de 
la méridienne, en observant sur plusieurs points les azimuts et les lati- 
tudes, fournirait sur l'excentricité de cet ellipsoïde, dans le sens des 
parallèles, des données beaucoup plus certaines, et qu'il est par con- 
séquent à désirer que l'on ajoute cette nouvelle mesure à la précé- 
dente. Les observations azimutales que l'on a déjà faites prouvent que 
les méridiens ne sont point semblables, et, si l'on compare le degré 
du Cap de Bonne -Espérance aux degrés mesurés dans l'hémisphère 
boréal de la Terre, il y a lieu de croire que les deux hémisphères, bo- 
réal et austral, sont différents entre eux. La figure de la Terre est donc 
très-composée, comme il est naturel de le penser, lorsque l'on fait at- 
tention aux grandes inégalités de sa surface, à la différente densité des 
parties qui la recouvrent, et aux irrégularités du contour et de la pro- 
fondeur des mers. 

Pour conclure la grandeur du quart du méridien terrestre de Tare 
compris entre Dunkerque et Montjoui, il faut adopter une hypothèse 
sur la figure de la Terre, et, au milieu des irrégularités que cette figure 
présente, l'hypothèse la plus naturelle et la plus simple est celle d'un 
ellipsoïde de révolution. En partant de cette hypothèse, le quart du 
méridien serait à très-peu près égal à cent fois l'arc mesuré entre Dun- 
kerque et Montjoui, divisé par le nombre de ses degrés, ^si son milieu 
correspondait à 5o° de latitude; mais il est un peu plus au nord : il 
en résulte, dans la longueur du quart du méridien, une petite cor- 
rection qui dépend de l'aplatissement de la Terre. On a choisi Tellip- 
ticité que donne la comparaison de l'arc mesuré en France avec l'arc 
mesuré à l'équateur, et qui, par sa position et son éloignement, par 
son étendue et par les soins que plusieurs excellents observateurs ont 
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apportés à sa mesure, doit être préféré pour cet objet. L'ellipticité 
que cette comparaison donne est j^; le quart du méridien, conclu de 
l'arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui, est ainsi égal à 256537o". 
Le métré étant la dix-millioniëme partie de cette longueur, est par con- 
séquent o"^, 256537, ou o****'*,5i3o74, la toise étant celle qui a servi à 
la mesure de la Terre au Pérou, rapportée à la température de i6 de- 
grés et un quart du thermomètre à mercure divisé en xoo degrés, de- 
puis la température de la glace fondante jusqu'à celle de l'eau bouil- 
lante sous une pression équivalente à celle d'une colonne de mercure 
de 76 centimètres de hauteur. Au moyen de cette valeur, il sera facile 
de traduire en mètres toutes les mesures précédentes, et généralement 
celles qui sont exprimées en toises. 

Quelle que soit la Bgure de la Terre, on voit par les observations 
que, dans chaque hémisphère, les degrés vont en diminuant des pôles 
à l'équateur, ce qui exige une augmentation correspondante dans les 
rayons terrestres, et par conséquent un aplatissement dans le sens des 
pôles. Pour le faire voir, concevons, pour plus de simplicité, que la 
Terre soit un sphéroïde de révolution : le rayon osculateur du méri- 
dien, au pôle, sera dirigé suivant l'axe de révolution; ensuite il dimi- 
nuera sans cesse, jusqu'à ce qu'il devienne perpendiculaire a l'axe, et 
alors il sera dans le plan de l'équateur. Ces divers rayons forment, par 
leur intersection commune, la développée du méridien terrestre, dont 
les deux tangentes extrêmes sont la première dans l'axe du pôle, et la 
seconde dans l'axe de l'équateur. Nommons a et a' ces deux tangentes, 
prises depuis l'intersection de l'axe du pôle avec le diamètre de l'équa- 
teur, intersection que nous prendrons pour le centre de la Terre. Nom- 
mons encore R et R' les rayons osculateurs du méridien au pôle boréal 
et à l'équateur, et r et r' les rayons menés du centre de la Terre à ces 
deux points. Nous aurons évidemment r = R — a, r'^ R'h- a', d'où 
l'on tire 

La développée est convexe vers l'axe du pôle, puisque les rayons oscu- 

20. 
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lateurs et les degrés du méridien vont en diminuant des pôles à Téqna- 
teur; de plus. Tare entier de la développée est moindre qne la somme 
a -h à de ses deux tangentes extrêmes; or R — R' est égal à cet arc; 
r'— r est donc une quantité positive. Si Ton nomme r" le rayon mené 
du centre de la Terre au pôle austral , on verra de la même manière 
que r'— r" est positif; ir' est donc plus grand que r-^r^^ c'est-à-dire 
que le diamètre de Téquateur est plus grand que Taxe des pôles, on, 
ce qui revient au même, la Terre est aplatie dans le sens des pôles. 

Si Ton considère un arc infiniment petit du méridien comme un ârc 
de cercle, et si Ton conçoit tracée la circonférence dont cet arc fait 
partie, Textrémité de Tare la plus voisine du pôle sera plus près que 
Tautre extrémité du point de la circonférence le plus voisin du centre 
de la Terre, d'où il est facile de conclure que le rayon terrestre mené 
à la première extrémité est moindre que le rayon mené à la seconde 
extrémité, c'est-à-dire que les rayons terrestres vont en augmentant 
des pôles à l'équateur. 

a-^a! est moindre que ^(R — R'); ainsi r^—r est plus petit que 
R — R'; la difierence des rayons terrestres du pôle et de l'équateur est 
donc moindre que la différence des rayons osculateurs correspondants, 
en sorte que les degrés des méridiens croissent de l'équateur aux pôles 
dans un plus grand rapport que celui suivant lequel les rayons terres- 
tres diminuent. Il est facile d^étendre les mêmes raisonnements au cas 
ou la Terre ne serait point un solide de révolution. 

42. Considérons présentement les longueurs observées du pendule 
à secondes. Parmi ces longueurs, je choisirai les quinze suivantes : les 
deux premières ont été déterminées par Bouguer, l'une à l'équateur au 
Pérou, l'autre à Portobello; la troisième a été déterminée par Le Gentil 
à Pondichéry: la quatrième a été conclue de celle de Londres par la 
comparaison des oscillations d*un pendule invariable transporté de 
Londres à la Jamaïque par Campbell; la cinquième a été déterminée 
par Bouguer, au Petit-Goave; la sixième par La Caille au Cap de Bonne- 
Espérance; la septième par Darquier à Toulouse; la huitième par Lies- 
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ganig à Vienne en Autriche; la neuvième à Paris par Bouguer; la 
dixième à Gotha par Zach; la onzième a été conclue de celle de Paris 
par la différence des oscillations d'un pendule invariable transporté de 
Londres à Paris; la douzième et la quatorzième ont été conclues de la 
même manière de celle de Paris, par les observations de Mallet, à Pé- 
tersbourg et à Ponoï; la treizième a été semblablement conclue de celle 
de Paris, par Grischow, à Arensberg; enfin, la quinzième a été déter- 
minée suivant le même procédé, par les académiciens français qui ont 
mesuré le degré du méridien en Laponie. 

Les neuf mesures absolues ont l'avantage d'avoir été faites suivant la 
même méthode, qui consiste à observer les oscillations d'un poids sus- 
pendu à l'extrémité inférieure d'un fil de pite très-mince, d'un mètre 
environ de longueur, et saisi par une pince à son extrémité supé- 
rieure. Toutes ces mesures peuvent être considérées comme ayant été 
prises au niveau des mers. Je les ai réduites au vide et à la même tem- 
pérature; ainsi, dans le cas même où elles laisseraient quelque incerti- 
tude sur la longueur absolue du pendule à secondes, l'uniformité de la 
méthode doit donner avec précision la loi des variations de cette lon- 
gueur, l'un des principaux objets à connaître. Les huit autres mesures 
ont été conclues par la comparaison d'un pendule invariable observé 
à Paris, et transporté dans les lieux correspondants à ces mesures. 

C'est à la longueur du pendule observée à Paris par Bouguer, et 
prise pour unité, que j'ai rapporté les autres, qui expriment encore 
les rapports des poids d'un même corps, transporté successivement 
dans ces divers lieux, a son poids à Paris, pris pour unité de poids. 



r altitudes. 


Longueurs 


du pendule à secondes 




0,00 




0,99669 


10,61 




0,99689 


i3,25 




0,99710 


20,00 




0,99745 


20, 5o 




0*99728 


37,6g 


• 


0^99877 


48,44 




0,99950 
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Latitudes. 

53^57 
54,26 

56,63 
57,22 
64,72 
66,60 
74,22 
74.53 



Longueurs du pendule à secondes. 

0'99987 
1 , 00000 

I ,00006 

I ,00018 

1,00074 
I ,00101 
I ,00137 
1,00148 



Les équations (A) du n<^ 39 deviennent donc ici (') 



o. 996^9- 
O199710 
0,99745 
0,99728- 

0.99877- 
0.99950 - 

(^") i 0.99987 - 

I , 00000 — 

1 ,00006- 

1 ,00018 -- 

I ,00074 - 
1 ,00101 - 
1 ,00137 -- 
1,00148 - 



Les deux suites (G) du même numéro deviennent 

.r(i). x(»), x(*), j:(«), x(»»), x(»»), 

X. —0.0096019, r o,oo663o4, -; 0^0061 i3i, - o,oo5ii8i, -0,0047379, 



z • 


-r-o, 


, 00000 - 


-X^*\ 


z - 


r-o, 


,02752 - 


-x(^\ 


z - 


-r-o, 


,04270- 


x(»>, 


z - 


r-o 


,09549 


x(*\ 


z - 


-J.O. 


, 10016-. 


x(^\ 




-r-o 


,3ii42 - 


rX(^\ 


z - 


-r-o 


,47551 - 


xC^K 


*t " 


r-o 


,55596^ 


^x(^\ 


z ■ 


-J.O, 


,56672 -. 


::X(^\ 


z - 


r-o, 


57624 - 


x(*^\ 


z - 


r-o, 


61244- 


rjr(^*>. 


z - 


-r-o, 


72307 - 


x(*î»). 


z - 


r-Oi 


.74909 


x(*^\ 


z - 


7.0, 


.84478- 


x(«*), 




r-o, 


84829 r 


-x(*^K 



1 * ) Les calculs qui suivent, jusqu*à la fin du n"" 42, ont été réimprimés ici tels qu'on les 
lit dans l'édition princeps. On croit cependant devoir avertir qu'il s*y est glissé des foutes qui 
affectent notablement les conclusions de TAuteur. C'est ainsi que le coefficient 0,67624 de 
—jr^ dans la dixième des équations (A'), doit être remplacé par 0,60339. On peut consulter, 
au sujet de ces erreurs, l'édition do Bowditch. {Note de l'Editeur,) 
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et les deux suites (D) deviennent 



• • î 



a:(«>, x(*^\ :c(«5), 

— 00, -0,0055399, -f- o , o3 1 3390, -h 00 . 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, que y 0,0055399. 
On trouve ensuite 

X(^> j:(*J--: x(**^ ---r 0,00018, 

0,99687. 



z — 



Ainsi, de quelque manière que Ton combine les quinze mesures pré- 
cédentes, on ne peut éviter une erreur moindre que 0,00018, dans 
l'hypothèse où les variations de la pesanteur croissent de l'équateur 
aux pôles proportionnellement au carré du sinus de la latitude. Cette 
erreur est dans les limites de celles dont ces mesures sont susceptibles, 
et l'on voit qu'elle est beaucoup moindre que l'erreur correspondante 
des mesures des degrés des méridiens, ce qui confirme ce que la théo- 
rie nous a indiqué dans le n° 33, savoir, que les termes de l'expression 
du rayon terrestre qui écartent la figure de la Terre de l'hypothèse 
elliptique sont beaucoup moins sensibles dans la longueur du pendule 
à secondes que dans la grandeur des degrés des méridiens. 

On a vu, dans le n° 34, qu'en partant de l'hypothèse elliptique, l'el- 
lipticité de la Terre est égale à cinq demis du rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur, moins la valeur de j : ce rapport est ^; l'el- 
lipticité est donc égale à o,oo865 — y : en substituant pour j sa valeur 

précédente, on a ^ — 70 pour l'cUipticité de la Terre, qui rend un mi- 
nimum la plus grande erreur des mesures précédentes. 

Déterminons par la méthode du n° 40 l'ellipse la plus vraisemblable 
qui résulte de ces mesures. Si l'on ajoute les équations (A"), et que 
l'on divise leur somme par i5, on aura 

o " 0^999^3 ;: 7.0,43529; 

c'est l'équation de condition nécessaire pour que la somme des erreurs 
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soit nulle. Les équations (0) du n» 40 deTiendront ainsi 



(0") 



o , 00254 -'^ 
0,00234 
o , 002 I 3 

0,00178 
0,00195 
o , 00046 H- 
0,00027 — 
o , 00064 — 
0,00077 — 
o , 00083 — 
o , 00095 — 
o,ooi5i — 
0,00178 — 

o, 00214 — 
0,00225 — 



j.o 
j.o 
j.o 
j.o 
j.o 
j.o 

J.O 

7.0 

J.O 

yo 
r-o 



43529 
40777 
39259 

33g8o 
335i3 
12387 
04022 
12067 
i3i43 
14095 
17715 
28778 
3i38o 

40949 
4i3oo 



- x(^\ 
= x(^\ 

=:X<*^\ 

~x(**\ 



De là il est facile de conclure que la suite des quantités h^*\ h^*\ h^\... 
du n® 40 est 

0,0067131, o,oo58886y o,oo58586y 0,0058352, o,oo58i86y 
o, 0057385, 0,0056724, o,oo54479> 0,0054255, 0,0053627, 
o,oo53o37, 0,0052471, o,oo52384y 0,0052260, 0,00371 36. 

Les équations (0") leur correspondent dans l'ordre 7, 10, 9, i, 5, 2, 
i3, i5, 3, II, 8, 12, 4» ^4» 6; la somme des six premières est plus 
petite que la demi-somme de toutes ces quantités, et la somme des sept 
premières surpasse cette demi-somme; la septième quantité répond à 
la treizième des équations (A"); on a donc, par le n*^ 40, a^*^^^= o, et 
par conséquent 

X-- 0,0056724, z — 0,99676, 

ce qui donne voir-— pour l'ellipticité de la Terre. Cela s'accorde d'une 

manière remarquable avec l'ellipticité conclue des mesures de France 
et de l'équateur. Il parait donc, par les observations du pendule, que 
la Terre est beaucoup moins aplatie que dans le cas de rhomogénéitë» 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 161 

et que le rapport de ses axes ne peut pas être supposé plus grand que 
celui de 32o à 32i» qui donne les plus petites erreurs dans les lon- 
gueurs précédentes. L'ellipse la plus vraisemblable qui résulte de ces 
observations est celle dont les axes sont dans le rapport de 335 à 336 : 
Texpression de la longueur du pendule est alors, par ce qui précède, 

(e) 0,99676 -h 0,00567 24- sin^ if» 

<|i étant la latitude. 

Il ne s'agit plus que de multiplier cette expression par la longueur 
absolue du pendule à Téquateur, divisée par 0,99676, pour avoir sa 
longueur absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est ^. Bou- 
guer a trouvé cette longueur absolue à l'équateur égale à, 0^,73961 5; 
mais il y a lieu de penser que sa méthode donne au pendule une trop 
grande longueur, parce qu'à raison de Tépaisseur du fil et de la petite 
résistance qu^il oppose à sa flexion, le centre des oscillations doit être 
un peu au-dessous du point de suspension. Borda, qui a déterminé 
par un moyen très-précis la longueur du pendule à secondes à l'Ob- 
servatoire de Paris, l'a trouvée égale à o", 741887. En la divisant par 
0,99676 4-0,0056724 . sin^^, ^ étant ici la latitude de l'Observatoire, 
on a o™, 741905; c'est le facteur par lequel on doit multiplier la for- 
mule {e), qui donne ainsi la longueur absolue du pendule dans un 
lieu quelconque, égale à o™, 739502 -ho"*, 004208. sin*^. 

Nous remarquerons ici que les mêmes anomalies que présentent les 
divers degrés mesurés depuis Dunkerque jusqu'à Barcelone, et dont la 
cause est sans doute l'irrégularité des parties de la Terre, se retrouvent 
dans les longueurs observées du pendule; car Grischow a observé à 
Pétersbourg et à Arensberg, sous des latitudes très-peu différentes 
entre elles, des variations dans ces longueurs, sensiblement plus 
grandes que celles qui résultent de la loi précédente de la variation 
du pendule de l'équateur aux pôles. 

Ces anomalies de la variation de la pesanteur dis|jaraissent à très-peu 
près à de grandes distances, pour ne laisser apercevoir que la loi de 
variation proportionnelle au carré du sinus de la latitude. On a vu« 

Œuvres de L, — H. 7. 1 
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dans le n" 33, que, l'expression du rayon teri>estre étant 

l'expression de la longueur du pendule à secondes est 

L -.- aL( Y^a) -h 2Y(»> -h 3Y(*> -...)-- f a9L{fxa - {) ; 

ainsi, les observations de la longueur du pendule donnant cette lon- 
gueur à très-peu près proportionnelle à jjl^, Y^^^ est à très-peu près égal 
à — A([jL* — ^). La Terre tournant autour d'un de ses axes principaux, 
Y^*^ doit être, par le n° 32, de la forme 

— A(fX* — I) -f- A'^(l— fX>)cOS2lSj; 

les observations sur le pendule nous montrent donc que h^ est très- 
petit relativement à h; elles nous apprennent encore que Y-'^ Y^*\ . . . 
sont très-petits par rapport à Y'^\ et qu'ainsi on peut les négliger dans 
l'expression du rayon terrestre, et même dans celles de la pesanteur 
et de la parallaxe; mais, en même temps, les diverses mesures des 
degrés des méridiens indiquent que ces termes deviennent sensibles 
dans l'expression de ces degrés, à raison de la grandeur des coefficients 
qui les multiplient dans cette expression. 

43. Considérons présentement Jupiter, dont l'aplatissement très- 
sensible a été déterminé avec exactitude. Si l'on suppose d'abord cette 
planète homogène, on déterminera son ellipticité par l'équation {2) 
du n° 18, 

o : - ^ ^•-- arc tang A, 

V 1 -h X* étant le rapport de l'axe de Téquateur à celui du pôle. Pour 
conclure X de cette équation, il faut déterminer q; or, en nommant D 
la distance du quatrième satellite de Jupiter à son centre, et T la durée 
de sa rotation exprimée en parties du jour, la force centrifuge de ce 
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satellite sera égale à la masse M de Jupiter divisée par D'. Mais cette 
force centrifuge est à la force centrifuge ^due à 4a rotation de Jupiter 

et considérée à la distance i de Taxe de rotatiofi comme jâ ^^^ ^ 7i' 

/ étant la durée de la rotation de Jupiter exprimée en fraction de jour; 

on a donc 

MT> 

On a, par le n*^ 19, M ~ j7r*'(i-f-X*); partant, 

Nous supposerons avec Newton, d'après les mesures de Pound, la dis- 
tance du quatrième satellite égale à 26,63 demi-diamètres de l'équa- 

teur de la planète, ce qui donne -^—^~- — ' • on a ensuite 

t oi«",4i377, T-i6J««", 68902; 
on aura donc 

9:irO,o86l45o(l-}-Xî»)"^ 

et réquation en X devient 

o.-igXH- —--j^^^zl- (94- 3X*)arclangX, 

V I H- X^ 

d'où l'on tire 1 — 0,481, et par conséquent, l'axe du pôle étant pris 
pour l'unité, l'axe do l'équateur est 1,10967. 

Suivant les observations de Pound, rapportées par Newton, l'axe de 
l'équateur de Jupiter est 1,0771; Short a trouvé, par ses observations, 
cet axe égal à 1,0769; enfin, par les mouvements des nœuds et des 
périjoves des satellites de Jupiter, on trouve 1,0747 pour ce même axe, 
qui, comme on le verra dans la théorie des satellites de Jupiter, est 
déterminé par ce moyen avec beaucoup plus de précision que par les 



21. 
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mesures directes. Ces divers résultafs concourent à faire voir que Jupir • 
ter est moins aplati que dans le cas ^e Thomogénéité , et qu^lin8i 8a 
densité croit, commet celle de la Tert*e, de la surface au centré. 

On a vu dans le n^ 30 que, si les planètes ont été primitiv^nwnt 
fluides, comme il est naturel de le supposer, le3 limites de leur ellip- 
ticîté' sont faç et ^aç, en sorte que, Taxe du pôle étant i, J'axe de 
Téquateur est compris entre i4-fa<p et i-4-^aç, la première de ces 
limites répondant au cas de Thomogénéité ; et comme cette limite est, 
par ce qui précède, 1,10967, on a faç = 0,10967, ce qui donne * 
1,10967 et 1,04387 pour les deux limites entre lesquelles Taxe 'de 
Téquateur doit être compris; or les axes précédents, donnés soit par 
les mesures directes, soit par le mouvement des noeuds des orbes d%R 
satellites de Jupiter, sont renfermés dans ces limites; ainsi la théorie 
de la pesanteur est sur ce point parfaitement d'accord avec les obser- 
vations. 

Il suit encore du n^ 30 que si, Jupiter et la Terre étant supposés 
fluides, leurs densités respectives à des distances de leurs centres pro- • 
portionnelles a leurs diamètres sont dans un rapport constant, la loi 
de leurs ellipticités sera la même; et, Tellipticité étant l'excès de l'axe 
de l'équateur sur celui du pôle pris pour unité, le rapport des ellipti- 
cités de Jupiter et de la Terre sera le même, quelle que soit la loi 4es 
densités. Or, dans le cas de rbomogénéité, les ellipticités sont, par ce 
qui précède et par le n® 19, comme 0,10967 est à o,oo43344i; en sup- 
posant donc l'ellipticité de Jupiter égale à 0,0747, telle que la donne 

le mouvement des nœuds de ses satellites, on aura «^g — pour l'ellip- 
ticité de la Terre, correspondante à la même loi de densité. Cette ellip- 
ticité serait ^-r^ — » si Ton adoptait l'ellipticité de Jupiter qui résulte 

des mesures de Pound. Ces divers résultats sont d'accord avec ceux 
que nous ont donnés les observations du pendule; ainsi l'analogie de 
Jupiter avec la Terre concourt avec ces observations pour nous faire 
voir que l'aplatissement du sphéroïde terrestre est au-dessous de 5^, 
et même au-dessous de y— : on verra dans le cinquième Livre ce résul- 
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tat confirmé par les phénomènes de la précession des équinoxes et de 
la.nutation de Taxe de la Terre. 

Nous traiterons de la figure de la Lune dans le cinquième Livre, en 
considérant les mouvements du sphéroïde lunaire autour de son eentre 
de gravité» les seuls phénomènes qui nous donnent quelques lumières 
sur. cetjte figure, trop peu difi*érente de la sphère pour qu'elle puisse 
être déterminée par l^bservation directe. 
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CHAPITRE VI. 



DE LA FIGURE DE l'aNNEAU^'DE SATURNE. 



44. L'anneau de Saturne est une couronne circulaire d'une trës- 
mince épaisseur, dont le centre est le même que celui de la planète, 
et dont la largeur parait être environ le tiers du diamètre de Saturne, 
la distance du bord intérieur à la surface de cette planète étant à peu 
près égale à cette largeur. La surface de Tanneau est divisée en deux 
parties presque égales par une bande obscure qui lui est concentrique, 
et qui prouve que Tanneau est formé de deux anneaux concentriques, 
et même d'un plus grand nombre, si Ton s'en rapporte aux observa- 
tions de Short, qui assure avoir aperçu, avec un fort télescope, la sur- 
face de l'anneau extérieur divisée par des bandes obscures qui lui sont 
concentriques. Nous supposerons, comme dans les recherches précé- 
dentes, qu'une couche infiniment mince de fluide, répandue sur la sur- 
face de ces anneaux, y serait en équilibre en vertu des forces dont elle 
serait animée ; il est, en effet, contre toute vraisemblance de supposer 
que ces anneaux ne se soutiennent autour de Saturne que par Tadhc- 
rence de leurs molécules; car alors leurs parties les plus voisines de la 
planète, sollicitées par l'action toujours renaissante de la pesanteur, se 
seraient, a la longue, détachées des anneaux, qui, par une dégradation 
insensible, auraient fini par se détruire, ainsi que tous les ouvrages 
de la nature qui n'ont point opposé des forces suffisantes à l'action des 
causes étrangères. C'est par les conditions de l'équilibre de ce fluide 
que nous allons déterminer la figure des anneaux. 

On peut concevoir chaque anneau comme produit par la révolution 
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d'une figure fermée, telle que l'ellipse, mue perpendiculairement à son 
plan, autour du centre de Saturne placé sur le prolongement de Taxe 
de cette figure. Nous supposerons cet axe très-petit par rapport à la 
distance de son centre à celui de la planète. On a vu, dans le n^ 11 du 
second Livre, que, a?, j, z étant les trois coordonnées orthogonales 
d'un point attiré par un sphéroïde, et Y étant la somme des molécules 
du sphéroïde divisées par leurs distances à ce point, on a 

d^\ d^\ d^\ 



ôa:'^ ôx^ dz'^ 

Si, le sphéroïde étant de révolution, l'axe des z est l'axe même de ré- 
volution, et si l'on fait r* = a?* -f- j*, V devient fonction de z et de r, 
puisque cette fonction doit rester la même quand r et :z sont les mêmes; 
on a donc alors 

^Y — z! ^ ^ ^ 

ôx^ r» ôr '*' r» dr^ ' 

d^y _ ^ àV y^ d^V^ 
ôy^ "' r» dr "^ r» dr» ' 

l'équation précédente deviendra ainsi 

c'est l'équation relative au sphéroïde de révolution. 

Si Ton fait r~ a-\-u, a étant la distance du centre de Saturne au 
centre de la figure génératrice de l'anneau, on aura 

, . I dV dn^ d»V 

^'' ''~ a-^ dâ"^dii^"^ d^' 

et, si l'on suppose les coordonnées a et z très-petites par rapport au 
rayon a, on aura, à fort peu près, 

dj V d^V 
c'est l'équation relative aux cylindres d'une longueur infinie de chaque 
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côté de Torigine des u et des z, et l'on voit que ce cas est à fort peu 
près celui de l'anneau, quand le point attiré est voisin de sa surface. 
Cette équation donne, en l'intégrant» 

rf(u) et i^[u) étant des fonctions arbitraires de u. On peut mettre cette 
expression de u sous la forme suivante 

V --f\u — zs—i)--\~i F(ii -hz V — î) —f{u-z ^'^^i) — ^~iV[u--z^^)^ 

/{u) et F(ii) étant des fonctions réelles de u. Si la figure génératrice 
du cylindre est formée de deux parties égales et semblables de chaque 
côté de l'axe des u, alors l'expression de Y reste la même, en y chan- 
geant le signe de z; ainsi Ton a, dans ce cas, 

V .f{u ~-Zs~-~i) —f{u - z V -7). 

Pour déterminer la fonction /(ii), il suffit de connaître la valeur 
de V, lorsque 2 = o, ou lorsque le point attiré est sur le prolongement 
de l'axe des u, et l'on verra bientôt que la détermination de cette fonc- 
tion se réduit aux quadratures des courbes. 

La valeur de V relative aux cylindres ne doit être considérée que 
comme une approximation par rapport aux anneaux; mais, en la substi- 
tuant dans Téquation (i), il est facile d*en conclure des valeurs de Y 
successivement plus approchées. Si Ton fait dans cette équation 



u — -\— < *» u — Z\ -i=r.S 

elle deviendra 



o — . 2 



Os Os 

Soit 



^ I _ fà\ _ dV. 

ia — s ---s \0s Os ' 



."• •, 



V V _ 1 W -L V'-^...; 



on aura, en comparant les puissances semblables de -^ les équations 
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suivantes 








o 


"" dsôï ' 




o 


^ dsds' 

— ■ o 



ôsôs' 



2\d's "*■ ôs' ) ' 

2 \ di~ '^~ as' ) 4 ■ \ ()5" "^ ôs' ) 



Ces équations donneront, en les intégrant, les valeurs de V, V", ... ; 
pour en déterminer les fonctions arbitraires, nous supposerons, pour 
plus de simplicité, que la figure génératrice de Tanneau est égale et 
semblable de chaque côté de Taxe des u, ce qui réduit à une seule les 

fonctions arbitraires de chacune des valeurs de V, V", Pour les 

obtenir, il suffira de connaître ces valeurs, lorsque le point attiré est 
placé sur le prolongement de Taxe des u. Considérons une ligne circu- 
laire parallèle au plan qui, passant par Taxe des i/, est perpendiculaire 
à la figure génératrice; supposons que le centre de cette circonférence 
soit sur k droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculaire- 
ment à ce plan. Nommons y la hauteur de ce centre au-dessus de ce 
plan, a -h X le rayon de cette circonférence, et ci l'angle que ce rayon 
forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le point attiré; 
soit a + li la distance de ce point au centre de Saturne. Cela posé, la 
somme des molécules de la circonférence, divisées par leurs distances 
au point attiré, sera 

x) dm 

-f- x) coscT -h (a -h x)^^~^x^ 

l'intégrale étant prise depuis ci — o jusqu'à ci égal à la circonférence. 
Il faut ensuite multiplier cette intégrale par dy, et l'intégrer depuis 
y- — <p(a7) jusqu'à 7"-?(^)» y^ -- [?(^)]* étant l'équation de la 
figure génératrice de l'anneau ; il faut enfin, pour avoir la valeur de V, 
multiplier cette nouvelle intégrale par dx, et l'intégrer depuis xr- — k 
jusqu'à x=^k\ — k et k' étant les limites des valeurs de x. Ces diverses 
intégrations sont inexécutables rigoureusement; on peut obtenir leurs 

Œwres de L, -^ M. 22 



• • r (^t 

J V/ (a H- «) * — 2 (a -V- u) [a - 
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développements en séries suivant les puissances de -j ce qui suffit dans 
la question présente; mais, comme Y devient infini dans la supposition 
de a infini, il faut, au lieu de chercher V, déterminer -,— » dont la va- 

leur n*est jamais infinie. Il est visible que l'expression de -^ donnera 

celle de -.— ? et par conséquent on aura les attractions de l'anneau pa- 
rallèles aux axes des u et des z. 

Les dimensions de la figure génératrice .des anneaux de Saturne stont 
assez petites relativement à leurs diamètres pour que Ton puisse né- 
gliger les termes divisés para; or, si Ton substitue dans l'intégrale pré- 
cédente, au lieu de cosct, sa valeur en série i — |ar* n- . .. f et si l'on 
suppose au — t, elle devient, en négligeant les terrties divisés par a. 



k 



dt 



m 

Sa différentielle, prise par rapport à u et divisée par ^u, est 

[u--x)di 



h 



L'intégrale relative à ci devant être prise depuis or — o jusqu'à xs -- 2r, 
t: étant Ja demi-circonférence dont le rayon est l'unité, elle est évidem- 
ment la même que si on la prenait dejpuis xs = —t: jusqu'à tj rrr r, ce 
qui, dans le cas de a infini, revient à prendre Tintégrale relative à / 

depuis / -r X) jusqu'à ^'— t ao ; et alors elle devient 

• . , • 

(u- x)^-:-X^' 

et par conséquent on a, lorsque le point attiré est sur l'axe, des w, 

dS r r(u - x) dydx . T , ' oix) 

2 / / — T^^ 4 / rf^arctang -^-i-^ • 

Si Ton suppose que la figure génératrice de l'anneau est une ellipse. 
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en représentant son équation par la suivante 

l'X* -r: k* — X», 



on trouvera 

du 



4t> { . /'"," tV5^*--''\ 



La valeur de — ^ relative à un point quelconque attiré est, par ce qui 
précède, 

/'(il) étant la différentielle de /(m) divisée par du; en égalant donc 

d\ 
ces deux valeurs de — ->— dans le cas de z : o, on aura celle de/'(w). 



du 



La valeur de — -r- est 

oz 



— ^-- et — -^expriment les attractions de Tanneau parallèles aux 

axes des u et des z et dirigées vers le centre de la figure génératrice, 
d'où il est facile de conclure que, dans le cas où cette figure est une 
ellipse, ces attractions sont 

xir:7[ in-sv/""ï' - y (w -H 2 /^)* - /f> -^j[^ 

•h u-z v/~-7 - l/(i£ - z v/~-~T j^ - A-a -j^ L 

et 



Si le point attiré est à la surface du sphéroïde, où l'on a u^ 'k^z^ k^, 

elles deviennent 

inu ^ Atc'Kz 
f — y ei ^ 

22. 
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45. Supposons maintenant que l'anneau soit une masse fluide homo- 
gène, et que sa figure génératrice soit une ellipse; nommons a la di- 
tance du centre de cette ellipse à celui de Saturne , a étant supposé 
très-grand par rapport aux dimensions de l'ellipse. Concevons que 
l'anneau tourne dans son plan autour de Saturne, et nommons g la 
force centrifuge due à ce mouvement de rotation à la distance i de 
l'axe de rotation. Cette force, relativement à la molécule de l'anneau 
dont les coordonnées sont u et Zy sera [a 4- u)gy et en la multipliant 
par l'élément de sa direction, le produit sera (a + u)gdu. L'attraction 

de Saturne sur la même molécule est -, .^ r» S étant la masse 

de Saturne; en la multipliant par l'élément de sa direction, qui est 
égal à — dyfïa-v- uY -\- z^ y on aura, en négligeant les carrés de u 
et de J5, 

^du ^Sudu Szdz 
j . 

a^ a^ a' 

Les attractions que la même molécule éprouve de la part de l'anneau, 
multipliées par les éléments —duet — dz de leurs directions, donnent 
les produits 

^Tzudu ^TÙiZdz 
, et r • 

X -h I A H- I 

Présentement, la condition générale de l'équilibre est que la somme 
de tous ces produits soit nulle; on a donc 

c'est l'équation différentielle de la figure génératrice de l'anneau; mais 
nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont l'équation 
est u}-\-\^z^ = k^, et dont l'équation différentielle est par conséquent 
G = udu 4- \^zdz\ en comparant cette équation différentielle à la pré- 
cédente, on aura les deux suivantes 



47r3l 

X-i-i 


+ 


S 
a* 


4ir 




3S 
a» 



S" ^3' /.^ îitt — ^^* 
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La première de ces équations détermine le mouvement de rotation de 
Tanneau; la seconde détermine Tellipticité de sa figure génératrice. 

Si Ton fait e — -t — --» la seconde de ces équations donne 

«= MX-.) 



(X-m)(3X»-m) 

e étant positif, on voit que \ doit être plus grand que l'unité. L'axe de 
Tellipse dirigé vers Saturne est égal à 2^, et il mesure la largeur de 

Tanneau; Taxe qui lui est perpendiculaire est égal à -y-5 et il mesure 

l'épaisseur de l'anneau; cette épaisseur est donc moindre que la lar- 
geur. 

On voit ensuite que e est nul lorsque X = i et lorsque >. = 00 , d'où 
il suit qu'à une même valeur de e répondent deux valeurs différentes 
de \\ mais on peut choisir la plus grande qui donne un anneau plus 
aplati. La valeur de e est susceptible d'un maximum, qui répond a fort 
peu près à X= 2,594. Dans ce casj e=: o,o543o26; cette valeur est 
donc la plus grande dont e soit susceptible. En désignant par R le 
rayon du globe de Saturne, et par p sa moyenne densité, celle de l'an- 
neau étant prise pour unité, on aura 

et par conséquent 

pR» 

e -'- - — • 

Ainsi la plus grande valeur que l'on puisse supposer à p est 

a? 
0,1629078. j^. 

La difficulté d'avoir le vrai rapport de a à R, vu la petitesse de ces 
grandeurs et l'effet de l'irradiation, ne permet pas d'évaluer exacte- 
ment la limite de p; en supposant û = ^ relativement à l'anneau le 

plus intérieur, ce qui s'éloigne peu de la vérité, on aura {1 environ 
pour cette limite. 



17* 
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L'irradiation doit considérablement augmenter la largeur apparente 
des anneaux, dont la largeur réelle est cbnséquemment beaucoup 
moindre; peut-être même cette irradiation confond en un seul, dans 
les meilleurs télescopes, plusieurs anneaux distincts, de même que 
les télescopes moins forts nous présentent l'ensemble des anneaux de 
Saturne comme ne formant qu'un seul anneau; on ne peut donc établir 
rien de certain sur la figure des anneaux dont cette planète est envi- 
ronnée. Noiis nous contenterons d'observer que la petitesse de leur 
largeur et de leur épaisseur, relativement à leurs distancés à son 
centre, rend plus exacte l'application de la théorie précédente à leur 
figure, et l'explication que nous venons de donner de la manière dont 
ces anneaux peuvent.se soutenir autour de Saturne par les lois seules 
de l'équilibre des fluides. 

Il est facile de déterminer la durée d^ la rotation de chaque anneau, 
d'après la distance a du centre de la section génératrice au ceutre de 

Saturne; car la force centrifuge g^ due à son mouvement de rotation, 

S . 

étant égale à —9 il est clair que ce mouvement est le même que celui 

d'un satellite placé à la distance a du centre de Saturne; d'où il suit 
que la période de ce mouvement doit être d'environ oJ®"',44» relative- 
ment à l'anneau intérieur, ce qui est conforme à l'observation. 

46. La théorie précédente subsisterait encore dans le cas où l'ellipse 
génératrice varierait de grandeur et de position dans toute l'étendue 
de la circonférence génératrice de l'anneau, qui peut ainsi être supposé 
d'une largeur inégale dans ses diverses parties; on peut même lui sup- 
poser une double courbure, pourvu que toutes ces variations de gran- 
deur et de position ne soient sensibles qu'à des distances d'un point 
quelconque donné sur sa surface, beaucoup plus grandes que liB dia- 
mètre de la section génératrice, passant par ce point. Ces inégalités 
sont indiquées par les apparitions et les disparitions de l'anneau de 
Saturne, dans lesquelles les deux bras de l'anneau ont présenté des 
phénomènes difl'érents. J'ajoute que ces inégalités sont nécessaires 
pour maintenir l'anneau en équilibre autour de Saturne; c^r, s'il était 
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parfaitement semblable dans toutes ses parties, son équilibre serait 
troublé par la force la plus légère, telle que Tattraction d'une comète 
ou d'un satellite, et l'anneau finirait par se précipiter sur la surface 
de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que l'anneau soit une ligne 
circulaire dont r soit le rayon , et dont le centre soit à la distance z 

m 

du centre de Saturne, supposé dans le plan de l'anneau. Il est clair 
que la résultante de l'attraction de Saturne sur cette circonférence sera 
dirigée suivant la droite z ([m joint les deux centres. Si l'on nomme u 
l'angle que le rayon r forme avec le prolongement de z. 






sera l'attraction de Saturne sur l'anneau, décomposée parallèlement 
à z, l'intégrale étant prise depuis ci — o jusqu'à rr égal à la circonfé- 
rence, et la différentielle étant prise par rapport à z. Nommons A cette 
attraction; le centre de l'anneau sera donc mu comm£ si, toute sa 
masse étant réunie à ce point, il était sollicité par la force A dirigée 
vers le centre de Saturne. 

En désignant par c le nombre dotit le logarithme hyperbolique est 
l'unité, on a 



± .1 « 



(r-H.r.çosoi.H-.^)^ ^(m- ? cW-tJ(,^ ^ e-v/-rj 



Soit 

r" 



/,4- ^c^y/-î\ 



T ---- iH- a - C' v^ * -! a' -- c^^V-^ -i- ... ; 



on aura 



. f IH- -C-«»V--*j 



\ 



z ' r— Z^ , — 

i-ha- c-^s-^ H- a' — o~iTSyj-\ -y. , ... . 
r • • r^ 



Si l\on multiplie ces deux suites l'une par l'autre, et qu'après avoir 
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multiplié leur produit par dn^ on l'intègre depuis o =? o jusqu'à n 
égal à la circonférence entière représentée par aw, on aura 

d'où l'on tire • 

. 4îrS2 / , ,^z^ \ 

Cette quantité est négative, quel que soit z; ainsi le centre de Saturne 
repousse celui de l'anneau, et, quel que soit le mouvement relatif de ce 
second centre autour du premier, la courbe qu'il décrit par ce mouve- 
ment est convexe vers Saturne; le centre de l'anneau doit donc finir 
par s'éloigner de plus en plus de celui de la planète, jusqu'à ce que 
sa circonférence vienne en toucher la surface. 

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties serait 
composé d'une infinité de circonférences pareilles à celle que nous 
venons de considérer; le centre de l'anneau serait donc repoussé par 
celui de Saturne, pour peu que ces deux centres cessassent de coïn- 
cider, et. alors l'anneau finirait par se joindre à Saturne. 

Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne sont par con- 
séquent des solides irréguliers d'une largeur inégale dans les différents 
points de leurs circonférences, en sorte que leurs centres de gravité 
ne coïncident point avec leurs centres de figure. Ces centres de gravité 
peuvent être considérés comme autant de satellites qui se meuvent au- 
tour du centre de Saturne, à des distances dépendantes de l'inégalité 
des parties de chaque anneau, avec des vitesses de rotation égales à 
celles de leurs anneaux respectifs. 

Dans la recherche de leurs figures, nous avons fait abstraction de 
leur action mutuelle, ce qui suppose l'intervalle qui les sépare assez 
grand pour que cette action n'ait pas une influence sensible sur leur 
figure. Il serait cependant facile d'y avoir égard, et l'on peut s'assurer 
aisément que la figure génératrice de chaque anneau serait encore 
elliptique si les anneaux étaient fort aplatis. Mais, la stabilité de leur 
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équilibre exigeant que leur figure soit irréguliëre, et ces anneaux, 
doués de divers mouvements de rotation, changeant sans cesse leur 
position respective, leur action réciproque doit être extrêmement va- 
riable, et elle ne doit point entrer en considération dans la recherche 
de leur figure permanente. 
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CHAPITRE VIL 



DE LA FIGURE DES ATMOSPHÈRES DES CORPS CÉLESTES. 



47. Un fluide rare, transparent, élastique et compressible, soutenu 
par un corps qu'il environne et sur lequel il pèse, est ce que je nomme 
son atmosphère. Nous concevons autour de chaque corps céleste une 
pareille atmosphère, dont l'existence, vraisemblable pour tous, est, 
relativement au Soleil, à la Terre et à plusieurs planètes, indiquée par 
les observations. A mesure que le fluide atmosphérique s'élève au- 
dessus du corps, il devient de plus en plus rare, en vertu de son res- 
sort qui le dilate d'autant plus qu'il est moins comprimé; mais, si les 
parties de sa surface étaient élastiques, il s'étendrait sans cesse, et fini- 
rait par se dissiper dans l'espace; il est donc nécessaire que le ressort 
du fluide atmosphérique diminue dans un plus grand rapport que le 
poids qui le comprime, et qu'il existe un état de rareté dans lequel ce 
fluide soit sans ressort. C'est dans cet état qu'il doit être à la surface 
de l'atmosphère. 

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre à la longue un 
même mouvement de rotation, commun au corps qu'elles environnent; 
car le frottement de ces couches les unes contre les autres et contre la 
surface du corps doit accélérer les mouvements les plus lents et retar- 
der les plus rapides, jusqu'à ce qu'il y ait entre eux une parfaite éga- 
lité. 

A la surface de l'atmosphère, le fluide n'est retenu que par sa pesan- 
teur, et la figure de cette surface est telle que la résultante de la force 
centrifuge et de la force attractive du corps lui est perpendiculaire; 
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car le peu de densité de l'atmosphère permet de négliger l'attraction 
de ses molécules. Déterminons cette figure, et, pour cela, nommons V 
la somme des molécules du sphéroïde que l'atmosphère recouvre, di- 
visées par leurs distances respectives à une molécule quelconque rfM 
de cette atmosphère. Soit r la distance de cette molécule au centre de 
gravité du sphéroïde, 6 l'angle que r forme avec l'axe de rotation du 
sphéroïde, et o l'angle que le plan mené par cet axe et par le rayon r 
fait avec un méridien fixe sur la surface du sphéroïde. Soit encore n la 
vitesse angulaire de rotation du sphéroïde; la force centrifuge de la 
molécule rfM sera n^rsinO. L'élément de sa direction sera rf(rsinO); 
ainsi l'intégrale de cette force multipliée par l'élément de sa direction 
sera ^/i^r^sin^O; en nommant donc p la densité de la molécule rfM, et 
n la pression qu'elle éprouve, on aura, par le n® 22, 

(i) f— =consl. H- V + >î» résina 0, 

n étant une fonction de p. 

Si le sphéroïde est peu différent d'une sphère, l'expression de V est, 
par les n^ 11 et 31, de cette forme 

m étant la masse du sphéroïde, et U^'^ étant une fonction rationnelle 

et entière de [/., \]i — \l'^ sincy et v/i — p-^coscy, qui satisfait à l'équation 
aux différences partielles 

O = T ^ -\ r H- I l-f-I U^'^ 

\L étant égal à cosO. Si l'on substitue pour V cette valeur dans l'équa- 
tion (i), on aura l'équation de toutes les couches de même densité de 
l'atmosphère. 

A la surface extérieure, n = o, et, si l'on néglige l'excentricité du 
sphéroïde, et que l'on désigne par a le rapport de la force centrifuge 

23. 
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à ia pesanteur à l'équateur et sur la surface du sphéroïde, dont nous 
prendrons le rayon pour unité, l'équation (i) devient 



r 



En nommant R le rayon du pôle de l'atmosphère, on a c = ç; partant 



^ =r - H-ar^sin^Ô. 
M\ r 

Pour avoir le rapport des deux axes de l'atmosphère, nommons R' le 
rayon de son équateur; l'équation précédente donnera 

Tki» R — R 

aR'3 = 2 — |r 

MX 

La plus grande valeur dont R' soit susceptible est celle qui s'étend 
jusqu'au point où la force centrifuge devient égale à la pesanteur; 

I R' 

on a dans ce cas g^ =^ aR', ou aR'' == i , et par conséquent — = |. 

Ce rapport de R' à R est le plus grand qu'il est possible; car en fai- 
sant aR'^ — I — s, z étant nécessairement positif ou zéro, on aura 
R 3 -_-_z 

Le rayon le plus grand de l'atmosphère est celui de l'équateur; en 
effet, l'équation de sa surface donne, en la différentiant, 

, ar* (19 sin9cos9 
drzrz . 

Le dénominateur de cette fraction est constamment positif; car la force 
centrifuge, décomposée suivant le rayon r, est égale à a/7irsin*6, et 

elle doit être moindre que la pesanteur, qui est égale à -^5 ''croît donc 

avec du pôle à l'équateur. 

Donnons à l'équation de la surface de l'atmosphère la forme suivante 
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Les valeurs de r qui conviennent au problème doivent être positives, 
et telles que i— xr^sin^O soit plus grand que zéro; or il ne peut y 
avoir qu'une racine de cette nature; car, si Ton nomme p, p y p" les 
trois valeurs de r données par l'équation précédente, et si Ton sup- 
pose/? et/>' positifs et moindres que ,, , ? l'équation en r manquant 

de son second terme, ce qui donne p"- —p —p\ p" serait négatif rt 
moindre que 3^ .// — ; le produit —ppp" serait donc moindre que 

. a^ ; mais, par la nature des équations, ce produit doit être égal à 

cette quantité; la supposition précédente est donc impossible, et l'é- 
quation en m'a qu'une racine qui satisfait au problème, c'est-à-dire 
que l'atmosphère n'a qu'une figure possible d'équilibre. 

Si l'on applique ces résultats à l'atmosphère solaire, on voit : 1° qu'elle 
ne peut s'étendre que jusqu'à l'orbite d'une planète qui circulerait 
dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre, c'est-à-dire en 
vingt-cinq jours et demi; elle est donc fort loin d'atteindre les orbes 
de Mercure et de Vénus, et l'on sait que la lumière zodiacale s'étend 
beaucoup au delà. On voit : 2^ que le rapport du petit au grand axe de 
cette atmosphère ne peut être moindre que f, et la lumière zodiacale 
parait sous la forme d'une lentille fort aplatie, dont le tranchant est 
dans le plan de l'équateur sojaire. Le fluide qui nous réfléchit la lu- 
mière zodiacale n'est donc point l'atmosphère du Soleil, et, puisqu'il 
environne cet astre, il doit circuler autour de lui suivant les mêmes 
lois que les planètes; c'est peut-être la cause pour laquelle il n'oppose 
qu'une résistance insensible à leurs mouvements. 



LIVRE IV. 



DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L'ATMOSPHÈRE. 



L'action du Soleil et de la Lune sur la mer et sur Tatmosphère excite 
dans ces deux masses fluides des oscillations dont il est intéressant de 
déterminer la loi. Les oscillations de la mer sont connues sous le nom 
Ae flux et reflux; elles sont très- sensibles dans nos ports; celles de 
l'atmosphère sont peu sensibles en elles-mêmes, et peuvent être d'au- 
tant plus difficilement observées, qu'elles se confondent avec les vents 
irréguliers dont l'atmosphère est sans cesse agitée. Nous allons consi- 
dérer dans ce Livre ces divers mouvements. 



CHAPITRE PREMIER. 



THÉORIE m; FLUX ET DU REFLUX DE LA MER. 



1 . Reprenons les équations générales du mouvement de la mer, que 
nous avons données dans le dernier Chapitre du premier Livre. Si l'on 
prend pour unité le demi-petit axe de la Terre, et que l'on représente 
par Y la profondeur de la mer, supposée très-petite par rapport à ce 
demi-axe, y sera une fonction de et de o, étant le complément de la 
latitude d'une molécule dm de la surface de la mer, dans l'état d'équi- 
libre qu'elle prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune, et u étant 
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la longitude de la molécule dans cet état, cette longitude étant comptée 
d'un méridien fixe sur la Terre. Soit (ty l'élévation de la molécule dm 
au-dessus de cette surface d'équilibre, dans l'état de mouvement, et 
supposons que par cet état se change dans 6 -h aw, et u dans cr -h ai'; 
enfin, soit nt le moyen mouvement de rotation de la Terre, et g la pe- 
santeur; on aura, par le n® 36 du premier Livre, les deux équations 
suivantes 

. . _ d,yu d.yv yucosO 

(2) d^[-Tji — 2n-r-sin0cos0j -\-dujlsin^d^ -^!in-j-sin6cos0\ = — grdy-^dV, 

les diflerences dy et dV étant uniquement relatives aux variables 6 
et CT. La fonction adV exprime, comme on l'a vu dans le n® 35 du pre- 
mier Livre, la somme des produits de toutes les forces qui troublent 
l'état d'équilibre de la molécule dm par les éléments de leurs direc- 
tions, en ne conservant que les difl^érentielles rf6 et du. Ces forces sont 
d'abord l'action du Soleil et de la Lune; on aura la partie de adV rela- 
tive à cette action, en divisant respectivement la somme des masses du 
Soleil et de la Lune par leurs distances à la molécule c&w, et en diffé- 
rentiant ces quotients par rapport aux variables 6 et ct; or, si Ton 
nomme r la distance d'un astre L au centre de la Terre, v sa décli- 
naison, et ^ son ascension droite, sa distance à la molécule dm sera, 
par le n? 23 du troisième Livre, à très-peu près, ^ 



sjr^ — 2r[cos6'sint; 4- sinôcosrcos^/i/ -t- gt— vp)]"^*» 

l'angle nt-^u étant compté, comme Tangle ^, de l'équinoxe du prin- 
temps; ainsi, pour avoir la partie de adV relative à l'action de l'astre L, 
il faut différentier par rapport à 6 et à u la fonction 



^r^ — 2r[cos0sini; -hsin0cosi;cos(/i/ -f-© — ^)^-\- i 

Mais, comme on suppose le centre de gravité de la Terre immobile, il 
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faut transporter en sens contraire, à la molécule dm^ la force dont ce 
centre est animé par l'action de L, et l'on a vu, dans le n® 23 du troi- 
sième Livre, que cela revient à retrancher de la fonction précédente 
celle-ci 

— h — [cosôsini; +- sinOcosvcos(n/-{- cj — tj;)]; 

on aura donc la valeur de adV dépendante de l'action de L, en diffé- 
rentiant par rapport à et à o la différence de ces deux fonctions, dif- 
férence qui, par le numéro cité du troisième Livre, peut se développer 
dans une suite descendante par rapport aux puissances de r, telle qu'en 
la désignant par 

«ZCû) oZC^ gZ(3) gZ(*) 

Z^'^ est une fonction rationnelle et entière de (x, v^— [/.^sino et 
\^i — (i.*coscr, du degré i, assujettie à l'équation aux différences par- 
tielles 

^ . .. dZC') d^Z(') 

^ ^ ' au. ôjjs^ ,, . .„,is 



[JE. étant égal à cosO. 

adV se compose encore de l'attraction sur la molécule dm de la 
couche aqueuse dont, le rayon intérieur étant l'unité, le rayon exté- 
rieur est I -f- oLy, et il est facile de voir que, pour la déterminer, il 
faut diviser chacune des molécules de la couche par sa distance a la 
molécule dm^ et différentier la somme de ces quotients relativement 
à et CT. Il faut, de plus, transporter en sens contraire, h la molécule, 
l'action de cette couche sur le centre de gravité de la Terre; mais il est 
visible que, ce centre ne changeant point par l'attraction et par la pres- 
sion des diverses parties de la Terre, cette action doit être ici négligée, 

2. Considérons d'abord le cas dans lequel la Terre n'aurait point de 
mouvement de rotation, et où l'on aurait par conséquent n - o; sup- 
posons, de plus, la Terre sphérique, et la profondeur y de la mer ogale 
à une constante /, et déterminons les oscillations que doit y exciter 

Œuvres de L, — \\. ?4 
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Taction du Soleil et de la Lune. L'équation (i)'du numéro précédent 
devient, en y faisant cos :^ |jl et y = /, 






Téquation (2) devient 



or on a ^ = — y/i — \L^; on aura donc, en comparant les coefficients 
de rfO et de tfo, 

d^v ^ dm dm 



partant, 



dt'^ i — fi^ I — fx»' 

d^i^ â^y d«V' 



d 



d/a (fea ôm^ 



e 



L'expression précédente de y donne 

d^r ,/'^^''-^ /Jfî. 
on aura donc 

Pour intégrer cette équation, nous ferons 

rr-.Y(«>-r-Y(0 : Y(î»)-hY<»>-f-..., 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 187 

yw, yco^ Y^*^... étant des fonctions rationnelles et entières de (x, 



Vi — [x'sintj et v^i — (jl^cosct, telles que l'on a généralement 

^ du. dxs^ ,, , . -y... 

d|UL I — fx-* ^ ' 

La partie de V relative à la couche sphérique fluide dont le rayon in- 
térieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i-f-ay, sera, par le 
n® 14 du troisième Livre, en prenant pour unité de densité la densité 

de la mer, 

47r( yoJ 4- ± Y(0 + 1 YCî») -+- |Y(8) -f- . . . ), 

t: étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Nommons p la 
moyenne densité de la Terre entière; nous aurons g = ^T^?f et par 

conséquent 4^== ~- 

Il résulte du numéro précédent que la partie de aV relative à Tac- 
lion du Soleil et de la Lune, et généralement à l'action d'un nombre 
quelconque d'astres attirants, peut se développer dans une suite de la 
forme 

U^'^ étant une fonction rationnelle et entière de l'ordre /, en (x, 

^i— [/.'sincy et v^i— [/.* coso, qui satisfait à l'équation aux différences 
partielles 

d.(i— /x^ — — -r-T" 

—z ^ -l r -hl l-hl)UCO. 

a/x I — [Â* ' 



Or= — - 



Cela posé, si Ton substitue pour y et V ces valeurs dans l'équation (3), 
la comparaison des fonctions semblables U^'^ et Y^'^ donnera 

— x-^; h T—' -T^ r 2H-l)p— SlYCÎ^i l-hl)/U('>. 

Supposons, pour abréger, 

l(l-M)/ffr, . , on ^a 

{2l-r-l)p ^^ '^ -^ ' 

»4. 



188 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

l'équation difierentielle précédente donnera, en Tintégrant, 

Y(0 =.: /MC) sinX,- / M- /NC) cosX.- / 

4. ili-til/sinXf/./UOrffcosX//- iii±ii /cosX//./U(')rf/sinX<l, 

M^'^ et N^'^ étant des fonctions rationnelles et entières de [/., \/i — jx- sinu 
et V I — K*^ cosCT, qui satisfont aux équations à diflFérences partielles 

<^- »-/^^ -3— -:i-ir 

0~ C_ H . _|_ I ,_!_,) NO. 

L'équation diflFérentielle en Y^'^ donne, en y supposant i = o, 

2Y 

dï' 
l'équation 

Jrr:Y(0) + YC«^ -i- YC2)4-... 

donnera donc 

X=lW^)t -h /N(«) -f- /Mf o sin>, / ^ /NC*^ cosX, r 

-i- /M(î») sin>2 / -^ /NC^») cosXa t 

-\- 

^-/MOsinX,/ -^/NOcosX,/ 

-h 

fi/ 
-i- ^ sinX2/./U(2)rf/cosXa/ 

- .- cosXa/./lK^rf/sinXa/ 
Aa 



a»Y(o) 

-^-^— -- o, et par conséquent 



,. i'-'"^i)isinX|/./UOrf/cosX,/ 

Ai 

fil:': "JJ cosX.^/U(')rf/sinX|/ 

A| 
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On déterminera les fonctions N^•^ W*\ W\ ... au moyen de la figure 
initiale du fluide, et les fonctions M^®^ M^*^ M^*^... au moyen de sa 
vitesse initiale; ainsi, l'expression précédente dey embrassant toutes 
les figures et toutes les vitesses dont le fluide est susceptible , elle a 
toute la généralité que l'on peut désirer. 

Si la quantité W^^ n'était pas nulle , la valeur de .y irait en crois- 
sant sj^ns cesse, et l'équilibre ne serait pas ferme, quel que fût d'ail- 
leurs le rapport de la densité du fluide à celle de la sphère qu'il re- 
couvre. Mais il est facile de s'assurer que les quantités M^'*^ et W^ sont 
nulles, par cela seul que la masse fluide est constante. Cette condition 
donne //yrfjjtrfur.- o, l'intégrale étant prise depuis (/.= — i jusqu'à 
{iL = i, et depuis u = o jusqu'à zj = 2t:; or on a généralement, par 
le n° 12 du troisième Livre, 

lorsque i et i' sont des nombres difl*érents; on aura donc 

ainsi, en égalant cette quantité à zéro, on aura M^'*^ = o et N^®^ = o. 

Il suit de là que la stabilité de l'équilibre du fluide dépend du signe 
des quantités 1% >^2,...; car, si l'une de ces quantités, telle que X?, est 
négative, le sinus et le cosinus de l'angle lit se changent en exponen- 
tielles, et ils se changent en arcs de cercle si Xf = o. Dans ces deux cas, 
la valeur de y cesse d'être périodique, condition nécessaire pour la sta- 
bilité de l'équilibre. Xj étant égal à y^-) [(^'-f-OP"" ^]* ^^^te 

3 
quantité ne peut être positive que dans le cas où l'on a p> —. — » 

I étant un nombre entier positif égal ou plus grand que l'unité ; il faut 
donc, pour la stabilité de l'équilibre, que cette condition soit remplie 
pour toutes les valeurs de i, et cela ne peut avoir lieu qu'autant que 
l'on a p>i, c'est-à-dire que la densité du noyau doit surpasser celle 
du fluide. Voilà donc la condition générale de la stabilité de l'équilibre, 
condition qui, si elle est remplie, rend l'équilibre ferme, quel que soit 
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rébran lement primitif» mais qui, si elle ne l'est pas, fait dépendre la 
stabilité de l'équilibre de la nature de cet ébranlement. 

Si, par exemple, l'ébranlement primitif est tel que le centre de gra- 
vité du fluide coïncide avec celui du noyau qu'il recouvre, et n'ait aucun 
mouvement par rapport à lui dans le premier instant, alors Y<*' et 

-^— seront nuls au premier instant, puisque cette coïncidence ne dé- 
pend que de la valeur de T^*\ comme on Ta vu dans le n^ 31 du troi- 
sième Livre ; cette valeur sera donc nulle à tous les instants, et par con- 
séquent le centre de gravité du fluide coïncidera toujours avec celui du 
noyau. Dans ce cas, la stabilité de l'équilibre dépend du signe de X,, 
et, pour que cette quantité soit positive, il suffit que Ton ait p > |. 

La valeur dey donne immédiatement celles de u et de f^; en efiet, 
l'équation 



donne 









le signe des intégrales finies 2 se rapportant à toutes les valeurs en- 
tières positives de i, en y comprenant la valeur e =: o; mais on a, par 
ce qui précède, 

g L _ 3 N ^,, __ ^^, ^ __ j, a. YCO 

^\ (ai4-l)p/ l(l4-l)/ àO ' 

partant, 

a. 






d'où Ion tire 



u — G-ï'Ut — i -y.- — ^7 -^—'» 

i(n-i)/ d/x 



G et H étant des fonctions arbitraires de [l et de ts. On trouvera de la 
même manière 

. . 'i(i-4-i)/(i— |x*) âm 
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K et L étant des fonctions de ;/. et de cr dépendantes des fonctions 6 
et H; en effet» si dans l'équation 



^ dfi . dm 

on substitue» au lieu de j» u et v, leurs valeurs précédentes, on aura, 
en comparant séparément les termes multipliés par t et ceux qui en 
sont indépendants, 



d.Gi/i — f*» 

o — ^ i- - 


àK 
dm 


d.Ht/i-fx» 
du 


dL 

dm 



en sorte qu'en vertu des valeurs a — G -f- H/, c = K -f- L/, la surface 
du fluide resterait toujours sphérique. Pour concevoir les mouvements 
du fluide dans cette hypothèse, imaginons qu'il ait un très-petit mou- 
vement de rotation, de l'ordre a, autour de l'axe du sphéroïde; la 
figure sphérique du fluide n'en sera altérée que d'une quantité très- 
petite du second ordre, puisque la force centrifuge ne sera que de 

l'ordre a*; dans ce cas, on aura a = o et c-- y/v/i — [/.*, q étant un 
coefficient indépendant de (ii et de rj; mais on peut concevoir le fluide 
tournant autour de tout autre axe, et de plus, ces mouvements étant 
supposés fort petits, le fluide mû en vertii d'un nombre quelconque 
de mouvements semblables conservera toujours, aux quantités près du 
second ordre, sa figure sphérique. Tous ces mouvements sont compris 
dans les formules 

a-- G -h H/, i'-rK-i L/, 

G, H, K, L étant des fonctions de [je. et do o, qui ont entre elles les re- 
lations précédentes. Ces mouvements ne nuisent point à la stabilité de 
l'équilibre; d'ailleurs, ils doivent être bientôt anéantis par les frotte- 
ments et les résistances de tout genre que le fluide éprouve. 

3. Considérons présentement le cas de la nature, dans lequel le sphé- 
roïde qui recouvre la mer a un mouvement de rotation. L'équation (i) 
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du n^ 1 se transforme dans celle-ci 

l'équation (2) du même numéro donne les deux suivantes 



ô^u dv r àr , 5 dV ,- — - 



(B) 



g- 



dy àS' 



d*^ V du IL/ ^ dm dm 



L'intégration générale de ces équations présente beaucoup de difficul- 
tés; nous nous bornerons ici à un cas fort étendu, celui dans lequel y 
est une fonction de (x. sans xs^ et nous ferons 

f = acos(i7-+- 5GJ -f- e), 
u -- 6cos(i7-}-5Gy-^e), 
V z=. c sin(i7 -+-5Gy-i- e), 

V 

y =a'cos(i7-i-snj-+- e), 



a, 6, c, a' étant des fonctions rationnelles de (x. et de >ii — (x.^, et 1 étant 
un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les équations (Â) 
et (B), nous aurons 



d.ybJi— tx^ 

a = — '—± syCy 

dfjL ' 



d/x 
2nibfx srsa' 



Ces deux dernières équations donnent 

da' . .. 'i-nsçs 

ine da' , ,. , 

-/--5^f*('-M')-8»« 

'^ " "(7rz:4^ii]Iïjj,zy-)-- 
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En substituant ces valeurs de 6 et de c dans la première et faisant, 
pour abréger, 

on aura 

. r^ns , àa! . ..1 

(4) {" ^ <)f* 

Nous observerons ici que, si -~r-(jLa'— j-(i--[jl*) est divisible -par 

«* — 4^*K'*> le second membre de cette équation n'aura point à son 
dénominateur la fonction i* — ^n}[L^. 

L'équation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le numéro 
précédent sur le cas de n = o et de y égal à une constante /; car alors 

on a z = -=5? ce qui change cette équation dans la suivante 

(5) i^a = lg\ ?- -4 



dix I — fJL^j 

Supposons que acos{ù-^ su) satisfasse, pour W\ à l'équation aux 
différences partielles 



d.(i-/x^) 



O -r 



Ô^JL duj^ 



-,~r, +/(/^-)Y(/); 



la partie de a'cos{it-{- svj), due a l'attraction d'une couche aqueuse 
dont le rayon intérieur est i et le rayon extérieur est 1 4- ay, 

sera, par le numéro précédent, — . J^^ > a cos(i/ -h 5tar), ou 

— T—p — V- cos(ïV -f- 5ct), à cause de g—^izf. En supposant donc 

nulle la partie de a' correspondante à l'action des astres, on aura 



"'-(- (vWp)"' 



Œuvres de L, — II. a5 
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J^^ or l'équation aux différences partielles en Y<^> donne 



d. (,-„•) 



dp I 

l'équalion (5) donnera donc 



+/(/+■)' 



(>/+.]p/ 



4^ 



Les nombres y et/ étant arbitraires, il est clair que l'on aura la partie 
de / qui ^t iadépendante de l'aetion des astres, en réunissant toutes 
les valeurs de acos(tV A- su\ correspondantes aux diverses valeurs que . 
l'on peut donner à ces ôonmes. 

Pour avoir IS^artie de^v qui dépend de l'aetion des astres, nommoni 
ccos(ii + ïa) un terme de l'expression de V relatif à cette action, et"! 
tel qu'il satisfasse pour Y''^' à l'équatioix précédente aux différence» j 
partielles en Y'-'^'; on aura alors 



l'équation (5) donnera doi^ 



= '«■/(/+■) - 



i'f+')pl 



i 



M par conséquent, ■ 



_/(Z± 



'e-/(/+')(- 



(V+Op, 



■^ 



on aura ainsi la partie de^ qui dépend de l'action des astres, et il est I 
aisé do voir que ces résultats coïncident avec ceux du, numéro prê- 
CédfiDt. 



4. L'intégration de l'équation (4), dans le cas général où n n'e 
pas nul et où la mer a une profondeur variable, surpasse les forces de ' 
l'analyse; mais, pour déterminer les oscillations de l'océan, il n'est j 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 196 

pas nécessaire de l'intégrer généralement; il snfBt d'y satisfaire; car 
il est clair que la partie des oscillations qui dépend de l'état primitif 
de la mer a dû bientôt disparaître par les résistances de tout genre que 
les eaux de la mer éprouvent dans leurs mouvements, en sorte que, 
sans l'action du Soleil et de la Lune, la mer serait depuis longtemps 
parvenue à un état permanent d'équilibre ; l'action de ces deux astres 
l'en écarte sans cesse, et il nous suffit de connaître les oscillations qui 
en dépendent. 

r étant la distance au centre de la Terre d'un astre L, la partie de 
aV relative à son action sur une molécule fluide, et développée suivant 

les puissances de -9 sera, par le n^ 1, en négligeant les quatrièmes 
puissances. 



2 
ou 



3L 

~ [[cosôsinv -h sindcost;cos(n/ 4- cj — ^^)p — |L 



7— (sin^v — ycos^v) (i-h 3C0S2Ô) 

3L 

H — ^ sinôcosôsint;cost;cos(nl-4-cy— ^J^) 

3L 

-:- -7—^ sin2 0cos*t;cos2{ii/-f-© — v|;). 

Les quantités r, t> et ^ variant avec une grande lenteur par rapport 
au mouvement de rotation de la Terre, les trois termes précédents 
donnent lieu à trois espèces différentes d'oscillations. Les périodes des 
V oscillations de la première espèce sont fort longues; elles sont indé- 
pendantes du mouvement de rotation de la Terre, et ne dépendent que 
du mouvement de l'astre L dans son orbite. Les périodes des oscilla- 
tions de la seconde espèce dépendent principalement du mouvement 
de rotation nt de la Terre; elles sont d'un jour à peu près; enfin, les 
périodes des oscillations de la troisième espèce dépendent principale- 
ment de l'angle 2/1^; elles sont d'environ un demi-jour. L'équation (4) 
du numéro précédent étant différentielle linéaire, il en résulte que ces 

25. * 
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trois espèces d'oscillations se mêlent sans se confondre; nous pouvons 
donc les considérer séparément. ' . 

Dts oscillations de la première espèce. 

5. Nous supposerons, dans ces recherches, que le sphéroïde recou- 
vert par la mer est un ellipsoïde de révolution, ce qui est l'hypothèse 
la plus naturelle et la plus simple que l'on puisse adopter. Dans ce cas, 
l'expression y de la profondeur de la mer est de la forme /(i — yp-'). 
et l'on a 

Reprenons l'équation (4) du n^ 3. Les oscillations de la première es- 
pèce ne dépendant point de l'angle cr, on doit faire 5 = dans cette 
équation. Supposons que l'on ait 

a =1 P^o) 4. p(2) ^ p(i) 4. pce) -h . . . + p(2/), 

p(2)^ Pf*\... étant des fonctions de (x* qui satisfont, quel que soit/, 
à l'équation aux différences partielles 

d.(l-|ÙL»)— r 

o- d^ -f-2/(:./-f-,)PCV). • . 

La partie de a\ relative ky et k l'action de la couche aqueuse dont le 
rayon intérieur est l'unité et dont le rayon extérieur est i -+- cty^ sera, 
par ce qui précède, 

La partie de a' relative a l'action des astres ne produit que des quan- 
tités de la forme P^*^; car la fonction 14- 3cos29, qui la multiplie par 
le numéro précédent, est égale à 6(p!.' — ^), et il est facile de voir que 
cette dernière fonction est de la forme P^^^ Cela posé, si l'on substitue ' 
au lieu de a et de a' leurs valeurs dans l'équation (4) du n® 3, et si 
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l'on détermine les arbitraires de P''^ P''\ . . . , de manière que la fonc- 
tioi» g— (i — 1^*) soit divisible par i* — l\n^^^, ce qui donne une équa- 

tion de condition entre ces arbitraires; alors la puissance de ]ï} la plus 
élevée dans chaque membre de cette équation sera pt.^-^, et, en compa- 
rant les coefficients des diverses puissances de (x^, on aura /h- i équa- 
tions de condition, qui, réunies à la précédente, formeront/-!- 2 équa- 
tions de condition. Mais les arbitraires de la fonction pw-f- p(*)4- Pî*)-h . . . 
sont au nombre/-+-i ; en y joignant l'indéterminée q^ on aura /h- 2 in- 
déterminées, qui pourront satisfaire à ces équations de condition; on 
pourra donc ainsi satisfaire à l'équation (4) pour une loi déterminée 
de la profondeur de la mer. On aura cette loi en observant que, si l'on 
désigne par Q(ji^^ le terme de a le plus élevé en (i, le coefficient de fi.'^~* 

dans la fonction — 3— (i — p-*)» divisée par i^ — 4^'|^*t sera 



•^V (4/+i)p)2n^ 



d'où il suit que le coefficient de ^^ dans le second membre de l'équa- 
tion ( 4 ) sera 

: 3 \/g9Q 



/(^/+0(' 



fin l'égalant au coefficient Q de pt.'^ dans le premier membre, on aura 



9.n 



/('/*■) (.-f^t-^)* 



en supposant donc la profondeur de la mer égale à / moins le produit 
de /(A^ par cette valeur de ^, on aura, par l'analyse précédente, les os- 
cillations de la première espèce. 

— est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, 

rapport égal à jf». En prenant pour/un assez grand nombre, tel que 
13 ou 1 4» le coefficient de pt.* sera assez petit pour pouvoir être négligé, 
et alors la profondeur de la mer sera à très-peu près constante; on aura 
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donc ainsi, d'une manière fort approchée, les oscillations de la mer, 
dans le cas où sa profondeur est partout la même. 

6. La valeur de c du n^ 3 est très-grande dans les oscillations de la 
première espèce, à cause du diviseur i qui affecte plusieurs de ses 
termes. Si l'on développe la partie 

7— (sin^v — ^cos^t;) (i-f-3cos2Ô) 

de l'action de la Lune, qui produit les oscillations de la première es- 
pèce, en sinus et cosinus d'angles croissants proportionnellement au 
temps; que l'on désigne par a^(i-i- 3cos29)cos(i/-f- A) un terme 
quelconque de ce développement; k sera multiplié par la tangente de 
l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'écliptique, dans le terme où it sera 
le moyen mouvement des nœuds de l'orbite lunaire; mais, à raison 
de la petitesse de <, ce terme sera très-considérable et le plus grand de 
tous ceux qui entrent dans l'expression de c. 

Nous devons cependant faire ici une observation importante. Les ré- 
sistances que les eaux de la mer éprouvent doivent considérablement 
diminuer les oscillations de cette espèce et leur laisser très-peu d'éten- 
due. Pour le faire voir, supposons la résistance proportionnelle à la 
vitesse, et nommons € le coefficient de cette résistance. Les deux équa- 
tions dans lesquelles se partage l'équation (2) du n^ 1 seront alors 

du ôr àY_ 

car il est clair que la résistance doit ajouter aux deux premiers mem- 
bres de ces équations les termes ^gr ^^ ^ 57 • l'équation (i) du n® 1 
subsistera toujours. 

Nous ne considérerons ici que les termes dépendants de l'angle ù 







" '*^^ # ♦ 
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dans lesquels le coefficient t e&lt trës*petii*«t'9raucoup moindre que S. 
DfiOfLce cas, -^-p et ^— - peuvent être négligés par rapport à 6^ et 

6 ^9 et comme ces termes sont indépendants de Tangle u, la dernière 
des équations précédentes donnera 

du 

>et Tavant-deniiëre deviendra 



cette équation deif^lre combinée avec celle-ci 

S||H'on 'néglige les quantités de )^rdre i, l'équation (/) donne 



.^ 



ou 



partant, 



g-jr— V'^o; 






l^* 



•» 



Cette valeur de«i«, substituée dans l'équatiun (/), donnera une valeur 

plus approchée de gy — ^'; mais on peut s'en tenir à la prefiière ap- 
proximation. 

La partie de V relative à l'action de l'astre L est de la forme 

m 

A'(i-f-3cos2Ô)cos(i/-i- A), ou e/rd^i^ — ^)cos(//-h A). 

Soit Q{(«.* — j) cos(i> -f- A) la partie correspondante de y j la partie cor- 
respondante de V\ due à l'action de la couche aqaeuse dont, le rayon 
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intérieur étant i, le rayon extérieur est i + <ty, sera 
l'équation gy — V = o donnera donc 



°=('--5^)Q(f'-')-7('**-i)' 



d'où l'on tire 



Q- ** 



(-è) 



g- 



et par conséquent 



__ 6g*-(/xg — |)cos(i/+A) 



La somme de tous les termes a^cos(i^ + A) étant égale à 

7— r (sin^r — Acos^v), 
4'' 

la valeur entière de aj^, relative aux oscillations de la première espèce 
dues à l'action de l'astre L» sera donc 

_ Lfsin^v — jcos^t;) (n- 3cos2Ô) 



4r'g'(.-^) 



Cette valeur est celle qui aurait lieu si r et r étaient rigoureusement 
constants, et si le fluide prenait à chaque instant la figure qui convient 

a l'état d'équilibre; car, 37 ^t ^ étant nuls dans le cas de l'équilibre, 

les équations différentielles en i^ et (^ se réduisent à celle-ci, o = gy — V; 
on peut donc, lorsque les variations de r et de v sont très-lentes, déter- 
miner les oscillations de la première espèce comme si le fluide se met- 
tait à chaque instant en équilibre sous l'action de l'astre qui l'attire; 
l'erreur est d'autant moindre que l'astre se meut avec plus de lenteur; 
elle est par conséquent insensible pour le Soleil. Elle peut être sen- 
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sible pour la Lune, à cause de la rapidité de son mouvement dans son 
orbite; mais, comme les oscillations de la première espèce sont très- 
petites par les observations, on pourra employer pour la Lune elle- 
fnême la valeur précédente de aj. 

Quoique nous soyons parvenus à ces résultats dans la supposition 
d'une résistance proportionnelle à la vitesse, il est clair qu'ils ont lieu 
quelle que soit la loi de la résistance. En général, on peut les adopter 
sans erreur sensible toutes les fois que le fluide dérangé de son état 
d'équilibre reviendrait, en vertu de la résistance qu'il éprouve, à cet 
état dans un temps moindre que celui d'une révolution de l'astre. 

Des oscillations de la seconde espèce, 

7. La partie de l'action de l'astre L qui produit ces oscillations est, 
par le n*^ 4, égale à 

3L 

— -- sinvcosv sin0cos9cos(/i/ -hcj — +). 

Le développement de cette fonction en sinus et cosinus d'angles 
proportionnels au temps donne une suite de termes de la forme 
(ik\f. sji — (ji^ cos(iV 4- tj — A), i étant fort peu différent de n, à cause 
de la lenteur du mouvement de l'astre par rapport au mouvement de 
rotation de la Terre. Reprenons maintenant l'équation (4) du n® 3, 
' en y supposant 5 = i et 

supposons, de plus, que a soit exprimé par la suite 



jjx v/i-fx^ (P(«) H- P(^> + P(*> -:- . . . -f- P(î»/-»)), 
pw^ ?(*>,... étant des fonctions de (i^, telles qu'en désignant par Y^^ 



la fonction (x \/ 1 — [x* P^^-^■■^^ on ait, quel que soit/, 

o = 



OEuvres de L.-^U. 26 
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La partie de a! relative à l'action de la couche aqueuse dont^ le rayon 
intérieur étant l'unité^ le rayon extérieur est 1 4- (ty sera, par ce qui 
précède, 



_ 3fxv/i fx^ A p^o) + |p(2) _j_ _iyP(4) 4- ... -H Jjzri I"^*-^"'^) î 

la partie de a! relative à l'action de l'astre L est (/.yi — (x*; on 

aura donc 

"■=''^-'^[(-è)""'*('-è)'"""-*(-(47Wp)""-'-i] 

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient chacune 

des fonctions P^®\ P^^\ . . . soient telles que la fonction -t- (la'— j— ( 1 — (x') 

soit divisible par i^ — [\n^}f}, ce qui ne demande qu'une seule équation 
de condition entre ces indéterminées; alors le second membre de l'é- 
quation (4) n'aura plus de dénominateur; car, en ne considérant dans 

ce second membre que les termes qui ont v^i — (i^ pour diviseur, et 

supposant a'= Fpt. \/i — jx^, F étant une fonction rationnelle et entière 
de \f?y les trois parties de ce second membre deviennent 



ou g^5[j!.F\/i — (JL^; d'où il suit que ce second membre n'a point >/i--{i.* 
au dénominateur. En substituant donc, dans cette équation, pour a 

et a! leurs valeurs, et en la divisant par [jl /T^ pt.^ , la comparaison des 
puissances semblables de [x donnera /équations de condition qui, réu- 
nies à la précédente, formeront/+i équations de condition à satis- 
faire; mais le nombre des indéterminées, en y comprenant 9, est/+i; 
on aura donc autant d'indéterminées que d'équations. 

Pour avoir la valeur de y, désignons par Qpt.^"* \/i-— [x* le terme de 
l'expression de a le plus élevé en [i; le terme semblable de l'exprès- 
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sioD de a' sera 
ce qui donne 

pour le terme semblable du second membre de Tçquation (4); en Té- 
galant au terme correspondant de ay on aura 



ainsi, la profondeur de la mer étant supposée égale à 



l- 



on pourra déterminer par l'analyse précédente les oscillations de la 
seconde espèce. 

Cette loi de profondeur dépend de la valeur de i^ et par conséquent 
elle n'est pas la même pour tous les termes dans lesquels l'action de 
l'astre peut se développer; cependant cette identité est indispensable 
pour qu'une loi de profondeur puisse être admise. Mais on doit obser- 
ver que, i étant peu différent de /i, on peut supposer ici - = i , et alors 

la loi précédente de profondeur de la mer devient indépendante de i ; 
elle est même à très-peu près égale à celle que nous avons trouvée 
dans le numéro précédent pour les oscillations de la première espèce, 

si/est assez grand pour que l'on puisse négliger -r vis-à-vis de 2/* 4-/. 

8. La considération de i à fort peu près égal à n nous conduit à une 
expression de a très-simple , et fort remarquable en ce qu'elle donne 
l'explication d'un des principaux phénomènes des marées. Si l'on fait 
i = 71, on a 






26. 
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Supposons maintenant, dans l'équation (4) du n® 3, ^ = i, i= /i et 
fl = Q|jLy/i — |jL*, Q étant un coefficient indépendant de (x; on aura, par 
ce qui précède, 

°'=[(-ê)«-ï>^"->"'' 

ce qui donne 

le second membre de l'équation (4) se réduit ainsi au terme ^ ^ ■ 

En égalant cette quantité au premier membre ou à la valeur supposée 
pour a, on aura 

d'où l'on tire 

2lqk 



Q = 



/ê9(>-^)-»' 



La partie de oLy correspondante au terme a*sinOcosOcos(i/-ho — A) 
sera donc 

:tlq smOcosd , ,. ., 
^^ aArcos(i/-i-ïïj — A); 



^«9 (-5^)-"' 



mais la somme des termes aAcos(i/ -i- ct — A) est, par ce qui précède, 
le développement de la fonction 

3L 

-y sint;cost;cos(n/-hcj— - ^); 

on aura donc, pour la partie entière de cny relative aux oscillations de 
la seconde espèce, 

6L 



r 



j /çsin9cos9sint;cost; cos(/i/H- cj — ^) 



^s^i'-é-p)-"'- 



et cette valeur a lieu généralement, quel que soit Çy c'est-à-dire quelle 
que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le sphéroïde 
qu'elle recouvre soit un ellipsoïde de révolution. 
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La différence des deux marées d'un même jour dépend des oscilla- 
tions de là seconde espèce. En effet, lorsque l'astre L passe au méridien 
supérieur de la molécule, on sl nt-\' xs — ^= o, et lorsqu'il passe au 
méridien inférieur, on a /i/ -h cr — <^ = 200°; ainsi l'excès de la marée 
dans le premier cas sur la marée dans le second cas est 

12L 

— ~- Iq sinôcos^sinvcost; 



Les observations faites dans nos ports nous montrent que cette diffé- 

rence est très-petite, ce qui suppose Iq très-petit par rapport à — ; 

cette supposition donne ainsi une explication fort simple de ce phé- 
nomène. Dans ce cas, le dénominateur de la fraction précédente est 
négatif, et si, comme les observations semblent l'indiquer, la marée 
supérieure l'emporte sur la marée inférieure, Iq est une quantité né- 
gative, et la mer est un peu plus profonde aux pôles qu'à l'équateur. 
Mais cette conséquence est subordonnée à l'hypothèse d'un fluide ré- 
pandu régulièrement sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, ce 
qui n'est point le cas de la nature. 
Si l'on substitue pour Q sa valeur dans l'expression de a\ on aura 



a--- ^ 



^v/i-^» 



Cette valeur, substituée dans les expressions de 6 et de c du n** 3, 
donne, en supposant ^ = i et i = n, 

-k 



'^(-^)-"' 



ktx 



pêg('-^)-«']^A^ 
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d'où il suit que la partie de olu relative aux oscillations de la seconde 
espèce est 

3L 

—T- sint;cost;cos(/i/-hcj — vp) 



'•'«•^'"4)""' 



et que la partie de clç relative aux mêmes oscillations est 

3L cosô . . / * . IX 

— :r -r— 77 smvcost; sm{/i/-f-ïïj— u^i 
r* sm0 ^ ^' 



'^(-4) 



''■ ». 



Des oscillations de la troisième espèce. 

9. La partie de Faction de l'astre L qui produit ces oscillations est, 
par le n® 4*, égale à 

3L 

y—^ sin2 0cos*t;cos2(ii/-Mïy — vp)' 

Le développement de cette fonction en cosinus d'angles croissant 
proportionnellement au temps donne une suite de termes de la forme 
3c^sin*0cos(iV •+■ 2CT — A), i étant peu différent de 2/1. 

Reprenons maintenant l'équation (4) du n^ 3, en y supposant 5 = 2 et 

Supposons, de plus, que a soit exprimé par la suite 

(1 - ^î») (PCo) -i- P(a) -h P(4) -h. . . -f- F«/-a)), 

p(o)^ pw^ étant des fonctions rationnelles et entières de (x*, telles 
qu'en désignant par Y^^^^ la fonction (i — pt.* ) P^*^'"*^ on ait 

0= 5^^-Ji- - f-^ H-./(.f-.i) Y(^/). 
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La partie de d relative à Taction de la couche aqueuse dont, le rayon 
intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i -^ 'xy sera, par ce qui 
précède, 

_ iliZLfi!] /|p(0) H_ ipca) ^ ^p(4)H_. . .+ _L_ p(2/-2)\. 

la partie de al relative à l'action de l'astre L est (i— |jl*); on aura 

donc 

«■=„-,.)[(- |)p,.,+(,_ i)p.....,.+(,- ;^)p<'/-«- g. 

Supposons que les constantes indéterminées qui inultiplient chacune des 
fonctions W\ P^^\... soient telles que la fonction ^ [xa'— y- (i — [x^) 

soit divisible par i* — 4^^p-*» ce qui ne demande qu'une seule équa- 
tion de condition entre ces indéterminées; alors le second membre de 
Téquation (4) n'aura plus de dénominateur; de plus, il sera divisible 
par I — [x^, comme le premier; car, en supposant a'= (i — ^)^> et ne 
considérant que les termes qui ne sont point divisibles par i— [x^, les 
trois parties de ce second membre deviennent 

^— fx^4g^zF -+- —j— iM\ ^ g^zF+ Jt_J^ . 4g.2F, 

ou I\{i— }f?)gzY\ et par conséquent leur somme est divisible par 
I — (A*. En substituant pour a et a' leurs valeurs précédentes dans l'é- 
quation (4)» et en la divisant par i — |jl^, la comparaison des coefficients 
des puissances de |jl donnera/équations, qui, réunies à la précédente, 
formeront/H- 1 équations de condition à satisfaire; le nombre des in- 
déterminées, en y comprenant q, est pareillement/-!- 1; on aura donc 
autant d'indéterminées que d'équations. 

Pour avoir la valeur de q, nommons Qi^^"^"^ le terme le plus élevé 
en (x de P^^*^-^); le terme correspondant de a' sera 



"-"■"'"'-"«(- (47^)' 
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le terme correspondant du second membre de l'équation (4) sera 

en l'égalant au terme correspondant du premier membre ou à 
on aura 



'^ {- (47^) ('^-/- t) 



ainsi, en supposant la profondeur de la mer égale à 



2„2 



l ?^lf^ 



<-W-^){^^'-^-t) 



on pourra déterminer par l'analyse précédente les oscillations de la 
troisième espèce. Cette expression est différente pour les diverses va- 
leurs dont i est susceptible; mais on doit observer que, i étant à fort 

peu près égal k 2/1, on peut supposer -;- r= i, et alors on a pour la 

profondeur de la mer la même expression que nous avons trouvée dans 
le n** 7, relativement aux oscillations de la seconde espèce, ce qui est 
nécessaire pour que cette loi de profondeur puisse être admise. On 
peut même faire coïncider cette profondeur avec celle que nous avons 
trouvée dans le n^ 5, relativement aux oscillations de la première es- 
pèce, en supposant / assez grand pour pouvoir négliger l'unité, eu 
égard à 2/^ -\-/; mais nous avons observé dans le n® 6 que les résis- 
tances éprouvées par la mer dans ses mouvements rendent les oscilla- 
tions de la première espèce indépendantes de la loi de profondeur de 
la mer, en sorte qu'il suffit de considérer les lois de profondeur dans 
lesquelles on peut déterminer à la fois les oscillations de la seconde et 
de la troisième espèce. 

10. Nous avons remarqué dans le n^ 8 que, pour satisfaire aux 
observations, il faut supposer la profondeur de la mer à fort peu près 
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constante; nous allons déterminer, dans cette hypothèse, les oscilla- 
tions de la troisième espèce. Nous supposerons, de plus, que r, ^ et t? 
varient avec assez de lenteur, par rapport aux variations de l'angle uni, 
pour que Ton puisse les traiter comme constants. Nous négligerons 

encore la fraction -9 qui exprime le rapport de la densité de la mer 

r 

à la moyenne densité de la Terre, rapport qui parait assez petit, par 
les observations faites sur l'attraction des montagnes. Gela posé» en 
faisant 

jrz=zaç,os[int-\' 2CJ — 2ip), 

on aura 

3L 

«« ~ «a - ^— ^ (i - fx2) cos^v; 



l'équation (4) du n® 3 deviendra donc, en observant que z = v-^j- ~— j- 
^«a(i-^^)»::3:_«|l^(i_^«)>4-(6 + 2^>)«a-^,|(,.-.^»)cos>t;, 



j 



On peut donner k cette équation une forme plus simple, en y faisant 
I — |A^ = a?*, et en supposant dx constant; on aura ainsi 

^1 a\ à^^ àa (, , 2/ia A 6L , , 

^ ' àx^ dx y ig J r^g 

Pour satisfaire à cette équation, nous ferons 

aa =: k(*^x^ + A(î»)ar* -h A(»):r« -h 

Cette valeur, substituée dans l'équation différentielle précédente, don- 
nera d'abord, en comparant les coefficients de x^, 

Aco— -cos^v. 

La comparaison des coefficients de x* donnera l'équation identique 
= 0; enfin la comparaison des coefficients de x^^-^*, /étant égal ou 

Œupres de L» — H. 27 
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plus grand que Tunité, donnera 

o :-^ .V/-^«)(2/a ~ 6/) - A</-*-0(2fa -h 3/) H- y^ A(/). 

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de A^'^ A^*\ . . . , 
lorsque A**^ et A^*^ seront connus. En la mettant sous cette forme 

2/1* 



\(/-n ig 



on en tirera 



2/1* 



i^[{/+')»-+-3(/+.)] 



ce qui donne, en supposant/-^ i. 



2/1* 



V») -^ - .- — ^ - - 

2.,» .3., JÇ __ 

^(2* + 3.2) 



2.2* -f 3.2 - 



^(3» + 3.3) 

2.4*-{-3.4 — . 



fi* 

On aura ainsi A^^^ au moyen de A^*^; — est le rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur sous l'équateur; ce rapport est -^- En supposant 

, . ^ ?./l* 2/1* *. 2/1* 5 , i» J i 

donc successivement -, - - 20, -7— — 5, -7— -= -1 les protondeurs / 

ig ig ig 2 ^ 

correspondantes de la mer seront -u— ' f> ôi? — f> le rayon ter- 

»^ 2090 722,5 3bi,25 •' 

restre étant pris pour unité. Cela posé, on trouvera, par l'analyse pré- 
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cédente, que les valeurs correspondantes de a a sont 

I 1,0000-!- 20, 1862. j:^ -f-10,1164.^* 
- i3,io47.a:« --i5,4488.ar» — 7,458i .ar«« 
- 2,i975.:r*2— 0,4501 .j:**-— 0,0007. ar*« I 
- o,oo82.j:**— o, 0008. j:*® — 0,000 i.j:^* 

1 ,0000 -h 6, 1060.^^ -:- 3, 2474 •'^* 

3L ) 

aa := y — x^ cos^v { 1- 0,7238. a:* -;- 0,0919.^?* -i- 0,0076. a:*® >, 



4r»g 



0,0004.^:*^ 



3L l 1,0000-4- o,75o4.ia?^ -4- o, i566.j?^ 

i^r^g ( -~ 0,01074.^* -i- 0,0009. j:* 

il. Réunissons maintenant les diverses oscillations de la mer. Celles 
de la première espèce sont, par le n^ 6, en négligeant la densité de la 
mer eu égard à celle de la Terre, 

-^— - (sin^v— -^^cos^v) (iH- 3cos29). 

On a vu que les oscillations de la seconde espèce sont nulles lorsque la 

profondeur de la mer est partout la même; enfin, les oscillations de 

la troisième espèce sont exprimées par aacos(2/ir-h 2ct — 2^), La 
somme de ces oscillations est la valeur entière de cny; on aura donc 

ax-~ v—f- (sin^t; — jcos^t;) (i-i 3cos29)h- aacos(2/i/H- nm— 2vp). 

Si l'on suppose que L est le Soleil, que r exprime sa moyenne distance 
à la Terre, et que mt exprime son moyen mouvement sidéral, on aura, 
par la théorie des forces centrales, 

3L 3/1» m^ 3 



4;.3gr - 4g. n^ 4.289.(366,26)5» 

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre, que nous avons pris 

pour unité; en la multipliant donc par le nombre de mètres que Ce 

ravon renferme, on aura 

3L 



4|.3gr 



::0",I23l6, 
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et il faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport de la 
moyenne distance du Soleil à la Terre à sa distance actuelle. 

Si Ton nomme e le rapport de la masse de la Lune, divisée par le 
cube de sa moyenne distance a la Terre, à la masse du Soleil, divisée 
par le cube de sa moyenne distance, on aura, pour la Lune, 

3L 

-,—z — — ef.o"*, i23iD, 

et il faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport de la 
moyenne distance de la Lune à sa distance actuelle. 

Il suit de là que, si Ton désigne par v' et ^' la déclinaison et l'ascen- 
sion droite de la Lune, on aura, en vertu de son action réunie à celle 

du Soleil, et lorsque la profondeur / de la mer est égale à 1 ou 

à -g— du rayon terrestre, 

a^-— o",iî»3i6- q (8in«T;— -C08*WH-rsin*v— ^tfC03*v ) 

1 ,0000 -h 20, 1 862 .X* 

-!-io,ii64-r* — f3,io47.Jr* 

13 4488.0:* " 458i.x*<^ 

-t-o",i23i6/ ' * /' • \ j:«[cos*vcos(2/f/-»-2t5--2-})-»-ecos*v'cos(2/i/-«-2a— -a*!»')] 

— 2,1975.x"-- o,45oi.a:ï*( 

- 0,0687.x**— 0,0082.x»* 
-- o,ooo8.x*o— 0,0001. X** 

Nous verrons ci-aprës que e = 3 dans les moyennes distances du 
Soleil et de la Lune ; en supposant donc ces deux astres à ces distances, 
et de plus en opposition ou en conjonction dans le plan de Téquateur, 
la haute et la basse mer répondront au cas oii l'angle 2/i/ + :2ci — 2^ 
sera nul ou égal à aoo degrés; on trouve ainsi 7™, 34 pour la diffé- 
rence de la haute a la basse mer sous Téquateur oix x = i. Mais, par 
mie singularité remarquable, la basse mer a lieu lorsque les deux 
astres sont dans le méridien, tandis que la haute mer arrive lorsqu'ils 
sont à l'horizon, en sorte que l'océan s'abaisse à l'équateur sous l'astre 
qui l'attire. En avançant de l'équateur aux pôles, on trouve que, vers 
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le dix-huitième degré de latitude tant boréale qu'australe, la diffé- 
rence de la haute à la basse mer est nulle; d'où il suit que, dans toute 
la zone comprise entre les deux parallèles de i8 degrés, la basse mer 
a lieu lors du passage des astres au méridien, et qu'au delà de ces 
parallèles la haute mer a lieu à ce même instant. 

Dans le cas de /égal à -'^ — » ou d'une profondeur de la mer égale à 

=» on trouve 

722,5 

ot^=o",i23i6« 5 (sin^v— -cos*v-f-i?sin*v — ^ffcos*!;') 



1 '' 

\-h3, 
o",i23i6 ( 

à -+-0, 



1 ,0000 -h 6, I960.J:* 

}a^lcoal*v C08(2A/ -+- açr — 2^|«) -H e C08*v'c09(2ni -h au — a-y )], 
OjOgig.x* -4- o,oo76.a:*o 

et l'on aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, ir",o5 pour 
la différence de la haute à la basse mer sous l'équateur; mais ici l'in- 
stant de la haute mer est partout celui du passage des astres au mé* 
ridien. 

Enfin, dans le cas de 1=^ » ou d'une profondeur de la mer 

double de la précédente, on trouve 

o /> i-f-3cos29 ... 1 « . • , 1 , , 

Qt^ = o",i23i6 • 5 (sm*v — -cos*v +-^sin*v---eco3«v') 

II ,0000 -h 0,7504 ^^ 
-f-o,i566.x*-f- 0,01 574.x' ) j:*[cos*v cos(2/f/-t- au ~ a*]/) -4- /? cos'^v' cos (2 nt -h in — 2^')], 
-4-o,ooo9.x8 

et Ton aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, i*", 90 pour 
la différence de la haute à la basse mer, à l'équateur. 
Si Ton augmente la profondeur de la mer, la valeur de cny diminue ; 

mais cette diminution a une limite, et la valeur de cta se réduit bientôt 

3L 

à j-^x^cos^v; on trouve alors, lorsque les deux astres sont en con- 
jonction dans le plan de l'équateur, o™, 98528 pour la différence de la 



214 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

haute à la basse mer, à Téquateur; cette quantité est donc la limite de 
cette différence. 

12. La limite que nous venons d'assigner répond au cas où la mer 
prend à chaque instant la figure d'équilibre qui convient aux forces 
qui l'animent. Dans cette hypothèse, la valeur de ay peut se détermi- 
ner fort simplement, quelles que soient la loi de profondeur et la den- 
sité de la mer. En effet, elle revient à supposer, dans l'équation (2) du 
n** 1 , que les mouvements de l'astre et de la rotation de la Terre sont 
assez lents pour que l'on puisse négliger les quantités 

d^u du d^v ôv 

T/^' ""dT' W ""di' 
et alors cette équation donne, en l'intégrant, 

La partie de aV dépendante de l'action de l'astre L est, par le n* 4, 
égale à 

y— (sin^t; — ^cos^t;) (n- 3cosa0) 

3L 

-4 — -- sint;cost;sindcosdcos(/i/ H- e— vp) 

3L 

-t- y- cos2t;sin^0cos(2n/ -h 2cj — 2^). 

Supposons que la partie correspondante de ay soit égale à cette quan- 
tité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant de la forme 
Y^^\ ou satisfaisant pour Y^^^ à l'équation aux différences partielles 

ail i — ix^ 

la partie de olY correspondante à l'action de la couche fluide dont, le 
rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est n-aj, sera par 
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le n® 2, ~ Y^*^ ou ^ g^^^^l l'équation oLgy— aV donnera donc 

ax= ,; (sin^v-^cos^t;) (i :- 3cos29) 



4'"^(-5^) 



3L 

sint;cost;sin9cos9cos(/i/H-ïïj — +) 



-K-i) 



3L 

- cos*t;sin^9cos(2/i/-}- 2CJ — 2ip). 



'^'•'^(— è) 



Dans l'hypothèse que nous considérons, si le Soleil et la Lune sont en 
conjonction avec la même déclinaison, alors l'excès de la haute mer 

relative à midi sur la basse mer qui la suit sera 

3L 

— / ^Y (i-i-^)sin20cos^t;(i-r- 2langt;cot9), 

"'■'«'('- 5p) 

et l'excès de la haute mer relative k minuit, sur la même basse mer 
sera, à très-peu près, 

3L 

/ ô-y ('-•-^) sin^9cos^t;(i — 2iangt;col9); 

ces deux excès seraient donc entre eux dans le rapport de i -: - 2 tangr cot6 
à i— 2tangvcot6; ainsi, pour Brest, où 6 -^ 46*^26' à peu près, si les 
deux astres ont 23 degrés de déclinaison boréale, ces deux excès se- 
raient dans le rapport de 1,7953 à 0,2047, c'est-à-dire que le premier 
serait environ huit fois plus grand que le second. Suivant les obser- 
vations, ces deux excès sont peu différents l'un de l'autre; l'hypothèse 
dont il s'agit est donc fort éloignée de représenter sur ce point les ob- 
servations, et l'on voit qu'il est indispensable, dans la théorie du flux 
et du reflux de la mer, d'avoir égard au mouvement de rotation de la 
Terre et à celui des astres attirants. 
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CHAPITRE IL 



DE LA STABILITÉ DE l'ÉQUILIBRE DES MERS. 



13. Nous avons observé, dans le n^ 2, que si, la Terre n'ayant point 
de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est constante, 
l'équilibre est stable toutes les fois que la densité moyenne de la Terre 
surpasse celle de la mer; nous allons généraliser ce théorème, et faire 
voir qu'il a lieu quels que soient la loi de profondeur de la mer et le 
mouvement de rotation de la Terre. 

Reprenons les équations générales du mouvement de la mer, don- 
nées dans le n^ 36 du premier Livre, 

(5' ''^--dr-^'Xd^ %-'-} 

, , , ^.d^v ,~ -du dr' 

(7) (i-f^^)57r^^''^v^'-^^â7^-«^7^' 

ces équations étant relatives à une molécule quelconque de Fintérieur 
ou de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées 6 -h an, 
n -h oLÇ et r -h ols; r-h ols étant le rayon mené du centime de gravité de 
la Terre à la molécule, et gy' étant égal k gy — ^'- 

Si l'on intègre l'équation (5) depuis la surface du sphéroïde recou- 
vert par la mer jusqu'à celle de la mer, on aura 



r'^s' 



•.■-/"■"(-■- :;F"'^'- S) 
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r' et / étant relatifs à la surface de la mer, et r, et s^ se rapportant à la 
surface du sphéroïde. En représentant par y la profondeur très-petite 
de la mer, on aura r'= r^ -f- y, ce qui donne 

et par conséquent, le rayon moyen de la Terre étant pris pour unité, 
on aura, à très-peu près, 

or on a 

, àr' , dr' 

•^ de ôxs 

uC et v' étant relatifs à la surface de la mer; on a pareillement 

dr, dr, 

a, et V, étant relatifs à la surface du sphéroïde; on a donc 

,dr' , - dr, , ,dr' dr, 

partant, on aura, à très-peu près, 

dr' , dr, , ,dr' dr, 

r=«5^s/-f*»-«,5^^/— f^'-^^-^^ + ^^^- 



I-i^^ - ë) 



Cette équation n'est pas restreinte, comme Téquation (i) du n° 1, à la 
condition que m et ç' soient les mêmes pour toutes les molécules situées 
sur le même rayon; il est facile de voir qu'en remplissant cette condi- 
tion, ces deux équations coïncident. 
Maintenant, si l'on ajoute l'équation (6), multipliée par drd\f.dxs'^^ 

à l'équation (7), multipliée par drd[LdTij-j on aura, en l'intégrant, 

OF.uvres de L, - IL 28 
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• 

Pour étendre les intégrales à la masse entière au fluide, il faut les 
prendre depuis r-^r^ jusqu'à r=^r\ depuis p. = — i jusqu'à pi~ i, 
et depuis u ~ o jusqu'à ct = 27r. En intégrant par rapport à [jl, et en 
observant que y est indépendant de r, on aura 

Aux deux extrémités de l'intégrale, où |a i et (x - i, on a 

, au , 

donc 

C ,àu , , 

o— Ijr'— £^rv/i- /ut» • consl., 

et par conséquent 



or on a 



partant, 

Pareillement, si Ton intègre relativement à t?, on a 



-!- const. 



Aux deux extrémités de l'intégrale, où o - o et a:= 27c, la valeur de 






• •. 
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y -TT est la même, puisqu'elle se rapporte à la même molécule; on a 
donc 



kr.^ 



-f consl. ~o; 



partant, 



ff-K.tSr''^^- 



or on a 



■M.f. 



d^v dv' dr' dv, dr, 



donc 



dm J ôiDÔt dt dx3 dt dxn^ 



JJ^'^'^Tt £ ^ -jr'^^^dl £ - it ^Û ^P'-ÙtY 



et par conséquent 



///*..*(.^^,^i;.-.|J^) 



du, dr, , du' dr' r ; dv' dr' 

ôT djl v'-f*'-- -^ j-^ v/-f*«+ ^ ^ 



\ dt dm J \ dp. 



f,9 

d^v 



dmdt 




Le second membre de cette équation se réduit , en vertu de l'équa- 
tion (8), au terme — / i gy' -^ d\Ldxs\ l'équation (9) devient donc 

,.„, ////,.,*[|î ^-.%'^ „-,.,] . -//V.*,,. |. : 

Nous ferons abstraction ici de l'action des astres, pour ne considérer 
que l'action mutuelle des moléculei^ de. la mer et du sphéroïde ter- 
restre. La valeur de V est alors due à l'attraction d'une couche aq.ueuse 
dont, le rayon intérieur étant r', le rayon extérieur est r'4- <xj, r' étant 

à très-peu près égal à l'unité.- On a vu, dans le n^ 2, que, 7 étant sup- 

28. 
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posé égal à 

Y(0) 4- Y(0 -i- Y(2) 4- Y(8) 4_ Y(*) H- . . . , 

on a 

\'= ^ ( Y(o) + |Y(o + ^Yc») -h |Y(3) -i- . . . ); 

r 

or on a généralement 

lorsque i et i' sont des nombres différents; on a donc 



Par le n*' 2, on a Y<®^ = o; l'équation (lo) devient donc, en l'intégrant 
par rapport au temps /, 

M étant une constante arbitraire. Il est facile de voir que le premier 

membre de cette équation exprime, à très-peu près, la force vive de la 

masse fluide, en ne considérant que la vitesse relative de ses molécules 

sur le sphéroïde terrestre. 

M est une constante indépendante du temps /, et qui dépend de l'état 

initial du mouvement de la mer; elle est très-petite, lorsque Ton sup- 
pose l'ébranlement primitif peu considérable. 
Si p est plus grand que l'unité, la fonction 

-.,//.,d.[(,-.;-)ï-*(,-i)v»-.,-...] 

sera constamment négative; elle sera moindre que M, puisque le pre- 
mier membre de l'équation précédente est nécessairement positif; Y^*K 
Y^^^... ne doivent donc point contenir d'exponentielles croissantes, ni 
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d*arcs de cercle; d*où il suit que l'équilibre de la mer est stable, si sa 
densité est moindre que la densité moyenne de la Terre. 

14. Si la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la Terre, 
sa figure cesse d'être stable dans un grand nombre de cas. On a vu dans 
le n** 2 que, la Terre n'ayant point de mouvement de rotation, et la 
profondeur de la mer étant constante, on peut, si p est moindre que 
l'unité, ébranler ce fluide de manière que l'équation de sa surface ren- 
ferme le temps sous la forme d'exponentielles croissantes, ce qui est 
contraire à la stabilité de l'équilibre. La même chose a généralement 
lieu dans le cas où, la Terre ayant un mouvement de rotation, le sphé- 
roïde que recouvre la mer est un solide de révolution, quelle que soit 
d'ailleurs la loi de la profondeur de la mer. 

Reprenons l'équation (ii), dans laquelle nous supposerons que les 
valeurs de tt et de ^ sont h très-peu près les mêmes pour toutes les mo- 
lécules situées sur le même rayon. Supposons qu'à l'origine du mou- 
vement on ait eu y -~ h^, ^ r- o, ~ -- o, ~ --.- o. Le fluide, aban- 
donné ensuite à sa pesanteur et à l'attraction de ses molécules, a dû 
prendre un mouvement composé d'une infinité d'oscillations simples, 
telles que l'on a, par leur réunion , 

y--acos(it H- e) -h «i cos(ii / h- ei) -f- «2 cos(/2^ -r £2) - • . ., 

a, a^, aa, — étant des fonctions de [x. Les constantes i, «|, t.,»---» 
£, £|, £2,... doivent être telles qu'a l'origine du mouvement, où / - o, 
on ait eu 

a cose -h «1 coseï -t «2 00862 h... hu, 
ai sin e H- «i 1 1 sin f 1 -•- a^ io sin 62 -^ • . • ~- o. 

Les valeurs correspondantes de - et de -r^' sont, par le n" 3, de la 
forme 

ib sin(//-h 6) - Il bt sin(i| t -+-ei) - 

iccos(it -: e) -f- 1| Ci cos(/| / -f ei) -.■..., • 



12) 
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et elles daivent se réduire à zéro, lorsque / ^ o. Cela posé, si Ton sub- 
stitue les valeurs précédentes dans l'équation (it), elle deviendra, en 
rintégrant par rapport à r, . 

-^ SSydii-da 2W| [^1 -+- cci.(i — fx* )] cos(// -- it /-+-« — «t) 
-h ffydii.da liii [cci(i - f**) — bài] cos(ii -»- /| / -f- « -t- f|) 

la caractéristique 1 des intégrales finies s'étendant à toutes les valeurs 
i, I,,...; P^*^P^*\... sont les coefficients de cos(i/-:-£) dans Y<*^, Y<*\...; 
P\*\ P^,**, . . . sont les coefficients de cos(i, / -\- e,) dans les mêmes quan- 
tités, et ainsi de suite% La comparaison des termes indépendants de /, 
dans cette équation, donne 



on a ensuite 



"'• //-^ 



dfLtizs 



/i[c«(l--a»)-6«]- g 



ff'ni' ■>"•{- h)"-"-} 



rar le fluide peut avoir séparément chacune des oscillations simples 



du 



relatives aux coefficients i, i«,..., puisqu'en substituant pourj', -r- et 



dt 



-t- leurs valeurs précédentes dans les équations (A) et (B) du n® 3, les 

termes affectés de sin(i/ -h i) et de cos(i> -h t) doivent se détruire sépa- 
rément; or, en ne considérant que l'oscillation relative à Tangle iV + e, 
et supposant nuls toys les termes relatifs aux autres. angks, l'équa- 
tion (13) donne, en comparant les coefficients de cos(2{V -h ae), l'équa- 
tion (i4); on a donc, en rassemblant toutes les équations semblables^ 
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à cette dernière équation, 

Si l'on retranche cette équation de l'équation (i3), on aura 

A l'origine du mouvement, on a, par la supposition, y Y^*^ _. A[J!., 
àt ' ^' ^7 ^' ' équation (i i) donne ainsi 

partant, 

Si p est moindre que l'unité, ou, ce qui revient au même, si la densité 
de la mer surpasse la moyenne densité de la Terre, le second membre 
de cette équation est négatif; le premier membre est donc pareille- 
ment négatif, ce qui est impossible, tant qtie i*, ij, i^,..- sont positifs; 
ainsi, dana ce cas, quelqu'une de ces quantités est négative, et par 
conséquent l'expression dey renferme des exponentielles, et l'équi- 
libre n'est point stable. 



ntt 



K^ 



IQ«^ 



tVS'^'^^ 



iS^ 



\tt- 









î«^^'' . et en «««'^ 



de et 
de 



,,.«.e. H-^^ ,, ,econ-^^^^ ^, ^e co^^^^^^ 



de ces a« 
it 



■ I - 



gy 



K 






it. 



^ V cos 






AeUt^ 



^-^^'''"''luVv--^^^''' 






Ces va^-"- feauaùotvs 



;».Q 



i»\s. 



nil^V 



i\ 



.? 
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dG' 



(i — /x2),-2Q4.2ni>v^i — /x*^. H— ^1 



Il est facile d'en conclure 

an d&; 



H 



'2 



4n>- 



? 



2/1 djp; 

dG' 2/1 , „dF' 



ce qui donne 



«« — 4n2|xa (i- fxa)(i2_4n2^xî»j "' ôii~ ô[i 

dm (ha i ^ dxa dG' in i'^ -~ l^n^ ^l^ dG' 



(i- a«)(/« — 4/iV^) I* — 4/iV* ài». i ôfx ÔXD 

En changeant dans cette équation F en G, F' en G' et réciproquement, 

et en changeant le signe des termes multipliés par -^9 on aura une 

nouvelle équation entre G, G', F', qui, combinée avec celle-ci, déter- 
minera F et G. 

Œuvres rfr L. — II. 29 
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On peut, au moyen de ces équations, déterminer généralement la 
loi de la profondeur de la mer qui rend les oscillations de la seconde 
espèce nulles pour tous les lieux de la Terre. En effet, relativement à 
ces oscillations, i étant très-peu différent de n, on peut supposer i = /i 
dans les équations précédentes. De plus, F et 6 étant nuls par la sup- 
position, les valeurs de F et de G' sont, par le n® 7, M(i.\/i— pL*costj 
et — }A\L\li'- {A^sinu, M étant une fonction de t indépendante de \k 
et de Ts. En substituant ces valeurs dans Téquation précédente entre F, 
F et G', on trouvera 



ày , 5 ^ dm 



smcT 



à[^ * s/i — fi^ 

L'équation entre G, G' et F' donnera 

ày 

oy , r ^ dm 

d'où l'on tire ^ =r o, ;5^ = o, et par conséquent y égal à une con- 
stante. Les oscillations de la seconde espèce ne peuvent donc dispa- 
raître pour toute la Terre que dans le seul cas où la profondeur de la 
mer est constante. 

Si les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute la 
Terre, F et G sont nuls relativement à ces oscillations, et l'on a, par 

le n« 9, 

F'~N(i — |ut*)cos2tj, G'= — N(i — fjt«)sin2cy, 

N étant une fonction de / indépendante de \l et de m. On peut, de plus, 

supposer à très-peu près 1 = 2/1; cela posé, l'équation entre F, F et 

G' donnera 

dy 

. (1-4- a^j^f- sinacj 

2y cosaGT ôy ^ ^ ' dm 

l'équation entre G, G' et F' donnera 

27 smtxcj ày , ^ ^ ' dm 

I — fl* ^ d^L 2(1— |X*) ' 
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d'où Ton tire ^ =r^ o et 



2y dy 

o— î-r t-fx^ 



Cette dernière équation donne, en l'intégrant, 

A étant une constante arbitraire. Suivant cette valeur de y, la profon- 
deur de la mer serait infinie lorsque (a == o, ou à Téquateur, ce qui ne 
peut pas être admis; il n'y a donc aucune loi admissible de profondeur 
de la mer qui puisse rendre nulles pour toute la Terre les oscillations 
de la troisième espèce. 

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de la Terre, relati- 
vement au mouvement angulaire du Soleil et de la Lune, permettant de 
supposer /== n dans les oscillations de la seconde espèce, et i = 2n 
dans les oscillations de la troisième espèce, il est facile de conclure 
de l'analyse précédente et des n®* 6, 8 et 9 que, si Ton marque d'un 
trait, pour la Lune, les quantités L, v, f^ et r que nous supposerons se 
rapporter au Soleil, l'élévation aj d'une molécule de la surface de la 
mer au-dessus de la surface d'équilibre qui aurait lieu sans l'action de 
ces deux astres est, à fort peu près, de la forme 



3C0S2Ô fL , o . o \ ^' f o • «» m1 



1-- Scosaô rL , 

XX r^ 5-^ I -^ fl - 



[L L' 1 

--sinf;cost;cos(n/-T Gj— vp -6)h- -tj sint;'cost;'cos(n/-i-© — vp' — 6) 

[L L' n 

- -cos^î;cos2(n/-r-ïïT-- ^ — X)-h -- cos^t;'cos2(/î/ t-cj— ^' -X) L 

A, B, 6 et X étant des fonctions de \l et de gf, dépendantes de la loi de 
la profondeur de la mer. La généralité de cette forme embrasse un 
grand nombre de variétés des phénomènes des marées, qui peuvent 
avoir lieu dans les différents ports. Lorsque la Terre est un solide de 
révolution, il résulte des n°* 7 et 9 que l'instant du maximum ou du 

29 
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minimum des oscillations de la seconde et de la troisième espèce est le 
même que celui du passage de Tastre qui les produit au méridien; 
mais on voit par la formule précédente que, dans le cas général d'une 
profondeur quelconque, ces instants peuvent être fort différents, et les 
heures des marées peuvent être très-variables d'un port à l'autre, con- 
formément à ce que l'on observe. 

Dans plusieurs ports,' les oscillations de la seconde espèce peuvent 
être insensibles, tandis que dans d'autres ports on ne remarquera point 
les oscillations de la troisième espèce. Mais, suivant la formule pré- 
cédente, les maxima ou minima de ces oscillations suivraient d'un 
même intervalle les passages de leurs astres respectifs au méridien, 
puisque les quantités 6 et X sont les mêmes relativement à chacun des 
deux astres; or nous verrons dans la suite que ce résultat est contraire 
aux obsei*vations; ainsi, quelque étendue que soit la formule précé- 
dente, elle ne satisfait pas encore à tous les phénomènes observés. 
L'irrégularité de la profondeur de l'océan, la manière dont il est ré- 
pandu sur la Terre, la position et la pente des rivages, leurs rapports 
avec les côtes qui les avoisinent, les courants, les résistances que les 
eaux éprouvent, toutes ces causes, qu'il est impossible de soumettre au 
calcul, modifient les oscillations de cette grande masse fluide. Nous ne 
pouvons donc qu'analyser les phénomènes généraux qui doivent résul- 
ter des attractions du Soleil et de la Lune, et tirer des observations les 
données dont la connaissance est indispensable pour compléter dans 
chaque port la théorie du flux et du reflux de la mer, et qui sont autant 
d'arbitraires dépendantes de l'étendue de la mer, de sa profondeur et 
des circonstances locales du port. 

16. Envisageons sous ce point de vue général la théorie des oscilla- 
lions de l'océan et sa correspondance avec les observations. On peut 
considérer la mer comme un système d'une infinité de molécules qui 
réagissent les unes sur les autres, soit par leur pression, soit par leur 
attraction mutuelle, et qui, de plus, sont animées par la pesanteur et 
par les forces attractives du Soleil et de la Lune. Sans l'action de ces 
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deux dernières forces, la mer serait depuis longtemps en équilibre ; la 
loi de ces forces doit donc en régler les mouvements. 

Pour avoir les forces attractives du Soleil et de la Lune sur une mo- 
lécule de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées R, u 
et O9 R étant le rayon mené du centre de la Terre à la molécule, nom- 
mons xV la fonction 

3LR* * 

j- l[sint; cos0-4-cost; sinOcos(n/-hcj — ^)]^--il 

3L' R* 

H jj- j[sint;'cosÔ4-cost;'sin0cos(/i/ + cj — vp')]2 — ^j; 

la somme des forces lunaire et solaire, décomposées suivant le rayon 
terrestre, sera «-tît» ou aaV, en faisant R=-i après la différentiation. 
La somme de ces forces, décomposées perpendiculairement au rayon 
terrestre et dans le plan du méridien de la molécule, sera ^ ^; enfin, 
la somme des mêmes forces, décomposées perpendiculairement au plan 

de ce méridien, sera -.—g-- Ces expressions sont très-approchées pour 

le Soleil, à cause de sa grande distance à la Terre, qui rend insensibles 

les termes multipliés par — • Elles sont moins exactes pour la Lune; 

mais les phénomènes des marées ne m'ont rien fait apercevoir qui 

puisse dépendre des forces de l'ordre --\ peut-être des observations 

plus exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites rendront 
sensibles les effets de ces forces. 

Ne considérons d'abord que l'action du Soleil, et supposons qu'il se 
meuVe dans le plan de l'équateur, uniformément et toujours à la même 
distance du centre de la Terre; les trois forces précédentes deviennent 

3L 

— g [sin^ô - f-h sin>0oos(2n/ 4- 'xvs — 2vp)], 

3L 

(A) \ — - sinOcosô[n- cos(2n/ 4- aisj — 2^)]» 

3L 

— — \ sin9sin(2/t/ -f- 2© — 2vL). 
2r« ^' 
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3L 3L 

En vertu des seules forces constantes — r fsm*9 — ?) et — rsinGcosO, 

la mer finirait par être en équilibre; ces forces ne font donc qu'altérer 
un peu la figure permanente qu'elle prend en vertu du mouvement de 
rotation. Mais les trois parties variables des forces précédentes doivent 
exciter dans Tocéan des oscillations dont nous allons déterminer la 
nature. 

Ces forces redeviennent les mêmes à chaque intervalle d'un demi- 
jour; or on peut établir, comme un principe général de Dynamique, 
que Vétat d'un système de corps, dans lequel les conditions primitives 
du mouvement ont disparu par les résistances qu'il éprouve, est pério* 
dique comme les forces qui l'animent; Fétat de l'océan doit donc rede- 
venir le même à chaque intervalle d*un demi-jour, en sorte qu'il doit 
V avoir un flux et un reflux dans cet intervalle. 

Pour le faire voir par un raisonnement qui peut s'appliquer à tous 
les cas semblables, supposons qu'à un instant quelconque a, la hauteur 
de la mer dans un port ait été A, et qu'elle soit redevenue la même 
après les intervalles /^•\ f^^\ /^*\ . . . ,/^'^ ...» comptés de l'instant a; 
a -^/^'^ est rinstant où la hauteur de la mer était A, après le nombre i 
de ces intervalles; si Ton suppose i très-grand, cet instant ne dépen- 
dra point des conditions de mouvement qui ont eu lieu à l'instant a, 
que nous prendrons pour celui de l'origine du mouvement; car toutes 
ces conditions ont dû bientôt disparaître par les frottements et les résis- 
tances de tout genre que la mer éprouve dans ses oscillations, en sorte 
que, le mouvement de la mer finissant par n'en plus dépendre et par 
se rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent, il est impossible 
de connaître l'état primitif de la mer par son état présent. 

Imaginons maintenant qu*à l'instant a plus un demi-jour, toutes les 
conditions du mouvement de la mer aient été les mêmes qu^elles étaient 
dans le premier cas à Kinstant a. Puisque les forces solaires sont les 
mêmes et varient de la même manière dans les deux cas, il est clair 
que, dans le second cas, les intervalles successifs après lesquels la 
hauteur de la mer sera A« en partant de Tinstant a plus un demi-jour. 
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seront, comme dans le premier cas, /^*\ f^^\ f^^\ . . . , en sorte qu'à 
Tinstant a -i-/**^ -h un demi-jour, la hauteur de la mer sera A. Mais 
puisque, i étant fort grand, l'état actuel de la mer est indépendant de 
tout ce qui a rapport à Torigine du mouvement, il est visible que 
l'instant aH-/^'^-h un demi-jour doit coïncider avec quelques-uns 
des instants où la hauteur de la mer est h dans le premier cas; on doit 

donc avoir 

a -+-/('*> + un demi-jour -- a -4-/^''^''>, 

r étant un nombre entier; partant 

fO-^r) —fii) - un demi-jour, 

d'où il suit que l'état de la mer redevient le même après l'intervalle 
d'un demi-jour. 

Il est vraisemblable qu'en supposant la mer entière ébranlée par une 
cause quelconque, les résistances qu'elle éprouve anéantiraient l'effet 
de cette cause dans l'intervalle de quelques mois, de manière qu'après 
cet intervalle les marées reprendraient leur état naturel. On peut juger 
par là du peu d'influence des vents qui, quelque violents qu'il soient, 
ne sont que locaux et n'ébranlent que la superficie des mers. Ainsi, en 
prenant les résultats moyens d'un grand nombre d'observations conti- 
nuées pendant plusieurs années, ces résultats représenteront à très-peu 
près l'effet des forces régulières qui agissent sur l'océan. 

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps, et sur 
cette droite, comme axe des abscisses, concevons une courbe dont les 
ordonnées expriment les hauteurs de la mer; la partie de la courbe cor- 
respondante à l'abscisse qui représente un demi -jour déterminera la 
courbe entière qui sera formée de cette partie répétée à l'infini. Ainsi 
l'intervalle entre deux pleines mers consécutives sera d'un demi-jour, 
comme l'intervalle entre deux basses mers consécutives. 

17. Déterminons cette courbe, et, pour cela, concevons un second 
Soleil L, parfaitement égal au premier, et mû de la même manière 
dans le plan de l'équateur, avec la seule différence qu'il précède le 
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premier dans son orbite de l'angle /l'T, n! étant égal à n^m^ et 

m étant égal à ^7-* On aura les forces relatives à ce nouveau Soleil en 

changeant, dans l'expression des forces variables qui agitent la mer et 
que nous avons donnée dans le numéro précédent, ^ dans ^ + /i'T. Ces 
nouvelles forces, ajoutées aux précédentes, produiront les suivantes 

3L 

— - sin^0[cos(2n/ + acj — 2^) H-cos(2n/-h 2©-— a^ — an'T)], 

3L 

— - sin0cos0[cos(2n/l-h 2nT — 24») -h cos(2n/H- anr — 2vp — 2n'T)], 

3L 

— — j sin0[sin2n/ 4- 2cj — 2vp) -4- sin(2/i/-h 2tsj — 2v|/ — 2n'T)]. 

Si l'on fait L, = 2Lcovi'T, ces trois forces se réduisent aux suivantes 

3L 

— g sin^0cos(2n/-h2cj — 2^ —n'T), 

du * 

3L 

— '- sin0cosôcos(2n/-h 2cj — 1^ -n'T), 

3L 

— — { sindsini2n/ -h 2cj — 2vL — n'T). 

21-8 V T / 

Ces dernières forces produisent un flux et un reflux semblable à celui 
qu'exciterait l'astre L, si sa masse se changeait en L,, et si l'on dimi- 
nuait de ^T le temps t dans les forces du numéro précédent; en nom- 
mant donc y" l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la mer corres- 

L y" 

pondante à l'abscisse t — ^T, on aura -y- pour la hauteur de la mer 

produite par les trois forces précédentes. 

Cette hauteur est, par la nature des oscillations très-petites, la 
somme des hauteurs de la mer dues aux actions des deux Soleils L; 
car on sait que le mouvement total d'un système agité par de très-pe- 
tites forces est la somme des mouvements partiels que chaque force lui 
eût imprimés séparément : c'est ainsi que des ondes légères excitées 
dans un bassin se superposent les unes aux autres, comme elles se 
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seraient disposées séparément sur la surface de Teau tranquille. Gela 
résulte évidemment de ce que les oscillations trës-petites sont données 
par des équations différentielles linéaires, dont les intégrales complètes 
sont les sommes de toutes les intégrales partielles qui y satisfont. Soient 
donc y l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la mer correspondante 
au temps /, etj^' l'ordonnée correspondante au temps /— T; y-\-y' sera 
la somme de ces hauteurs; on aura par conséquent 

Maintenant, si l'on développe j^' ^iy" en séries ordonnées par rapport 

aux puissances de T, on aura, en négligeant les puissances supérieures 

au carré, 

-, dr T» rfv 

r --r î^rf/ -^ 8 rf/« 

On a, de plus, 

L, = 2L-L/i'2Tî»; 

ces valeurs, substituées dans l'équation (o), donnent 
d'où l'on tire, en intégrant, 

y^=. ---- C0S(2/l/ H- 2BJ — 2^ — 2X), 

B et X étant deux arbitraires, dont la première dépend de la grandeur 
de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de l'heure 
de la marée ou du temps dont elle suit le passage du Soleil au méridien. 
Cette expression de y donne la loi suivant laquelle la mer s'élève et 
s'abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circonférence représente 
un intervalle d'un demi-jour, et dont le diamètre soit égal à la marée 
totale, c'est-à-dire à la différence des hauteurs de la pleine et de la 

Œuvres de L. — II. 3o 
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basse mer; supposons que les arcs de cette circonférence, en partant 
du point le plus bas, expriment les temps écoulés depuis la basse mer; 
les sinus verses de ces arcs seront les hauteurs de la mer qui corres- 
pondent à ces temps. 

Cette loi s'observe exactement au milieu d'une mer libre de tous 
côtés; mais dans nos ports les circonstances locales en éloignent un 
peu les marées; la mer y emploie un peu plus de temps à descendre 
qu'à monter, et à Brest la différence de ces deux temps est d'environ 
dix minutes. 

Plus une mer est vaste, plus les phénomènes des marées doivent être 
sensibles. Dans une masse fluide, les impressions que reçoit chaque 
molécule se communiquent à la masse entière; c'est par là que l'ac- 
tion du Soleil, qui est insensible sur une molécule isolée, produit sur 
l'océan des effets remarquables, et c'est la raison pour laquelle le flux 
et le reflux sont insensibles dans les lacs et dans les petites mers, telles 
que la mer Noire et la mer Caspienne. 

On a vu, dans le n^ 10, la grande influence de la profondeur de la 
mer sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de chaque 
port peuvent faire varier considérablement cette hauteur. Les ondula- 
tions de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent devenir fort 
grandes; la réflexion des eaux par les côtes opposées peut les augmen- 
ter encore : c'est ainsi que les marées, généralement fort petites dans 
les iles de la mer du Sud, sont très-considérables dans nos ports. 

Si l'océan recouvrait un sphéroïde de révolution, et s'il n'éprouvait 
point de résistance dans ses mouvements, l'instant de la pleine mer 
serait celui du passage du Soleil au méridien supérieur ou inférieur; 
mais il n'en est pas ainsi dans la nature, et les circonstances locales 
font varier considérablement l'heure des marées dans des ports même 
fort voisins. Pour avoir une juste idée de ces variétés, imaginons un 
large canal communiquant avec la mer, en s'avançant fort loin dans 
les terres. Il est visible que les ondulations qui ont lieu à son embou- 
chure se propageront successivement dans toute sa longueur, en sorte 
que la figure de sa surface sera formée d'une suite de grandes ondes 
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en mouvement, qui se renouvelleront sans cesse, et qui parcourront 
leur longueur dans rintervalle d'un demi-jour. Ces ondes produiront 
à chaque point du canal un flux et un reflux qui suivront la loi précé- 
dente; mais les heures du flux retarderont à mesure que les points 
seront plus éloignés de l'embouchure. Ce que nous disons d'un canal 
peut s'appliquer aux fleuves, dont la surface s'élève et s'abaisse par des 
ondes semblables, malgré le mouvement contraire de leurs eaux. On 
observe ces ondes dans toutes les rivières, près de leur embouchure; 
elles se propagent fort loin dans les grands fleuves, et, au détroit du 
Pauxis, dans la rivière des Amazones, à 80 myriamètres de distance 
à la mer, elles sont encore sensibles. 

18. Considérons présentement l'action de la Lune, et supposons que 
cet astre se meuve uniformément dans le plan de l'équateur. Il est clair 
qu'il doit exciter dans l'océan un flux et un reflux semblable à celui qui 
résulte de l'action du Soleil ; les deux flux partiels produits par les ac- 
tions de ces astres se combinent sans se troubler mutuellement, et leur 
combinaison produit le flux composé que nous observons dans nos 
ports. Cela posé, en marquant d'un trait, pour la Lune, les quantités L, 
r, ^, 1, B, relatives à l'action du Soleil, la hauteur de la mer due à 
l'action de la Lune sera exprimée par la fonction 

B' L' 

—fj- C0S(2/l/-h 2BJ — 24^'— 2X'), 

B' et V étant deux nouvelles arbitraires; la hauteur entière j^ de la mer, 
due aux actions réunies du Soleil et de la Lune, sera donc 

BL B' L' 

/— -— C0S(2n/ -f-2GJ — 2^{^ — 2X) -+- — ^ cos[int-{- 2W— 2^'— 2V). 

On voit par cette formule que la hauteur des marées doit varier consi- 
dérablement avec les phases de la Lune. Cette hauteur est la plus ^ 
grande lorsque les deux cosinus de l'expression de y sont égaux à 

BL B'L' 

l'unité, et alors elle est la somme des quantités —^ et —77-- Elle est la 

3o. 
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plus petite lorsque» le cosinus affecté du plus grand coefficient étant i, 
l'autre cosinus est — i , et alors elle est égale à la différence des deux 

quantités précédentes. Si — ^ surpassait -75-? le maximum et le mini- 
mum de cette hauteur auraient lieu lorsque le premier cosinus serait i, 
et par conséquent ils arriveraient à la même heure du jour. Mais si 

~7^ surpassait —^^ la plus petite marée aurait lieu lorsque le premier 

cosinus serait — i, ou à l'instant de la basse mer solaire; l'heure de 
cette marée serait donc à un quart de jour de distance de l'heure de 
la plus grande marée. Voilà donc un moyen simple de reconnaître 

laquelle des deux quantités —^ et — tj- est la plus grande. Toutes les 

observations faites dans nos ports concourent à faire voir que la seconde 
surpasse la première. 

Les constantes arbitraires B, B\ X et V donujBnt lieu à plusieurs re- 
marques importantes. Si l'on avait X =: V, la plus grande marée aurait 
lieu au moment de la pleine ou de la nouvelle Lune, et la plus petite 
marée arriverait au moment de la quadrature. En effet, au moment 
de la plus grande marée, les deux angles 2(71/ -i- o — ^ — X) et 
2(/i/ -h CT — ^'— V) sont égaux à zéro ou à un multiple de la circonfé- 
rence; leur différence est pareillement nulle ou multiple de la circon- 
férence, ce qui, dans le cas de X = V, suppose la Lune en conjonction 
ou en opposition au Soleil. Suivant les observations faites dans nos 
ports, la plus grande marée suit d'environ un jour et demi la nouvelle 
ou la pleine Lune, en sorte que ^'— ^ est positif et égal au mouvement 
synodique de la Lune, pendant un jour et demi; V— X est donc néga- 
tif, et par conséquent X surpasse V. 

On aura une juste idée de ce phénomène en imaginant, comme ci- 
dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s'avançant fort 
loin dans les terres, sous le méridien de son embouchure. Si Ton sup- 
pose qu'à cette embouchure la pleine mer a lieu à l'instant même du 
passage de l'astre au méridien, et qu'elle emploie vingt et une heures à 
parvenir à son extrémité, il est visible qu'à ce dernier point la marée 
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solaire suivra d'une heure le passage du Soleil au méridien; mais, 
deux jours lunaires formant aJ^'^^jOyo solaires, le flux lunaire ne sui- 
vra que de 3o minutes le passage de la Lune au méridien. Dans ce cas, 
l'angle X est une heure convertie en degrés, à raison de la circonfé- 
rence entière pour un jour, ce qui donne "k = 4o**. L'angle V est l'in- 
tervalle de 3o minutes, converti de la même manière en degrés, ce 
qui donne V= 12**. Si l'extrémité du canal est plus orientale que son 
embouchure d'un certain nombre de degrés, il faudra les ajouter aux 
valeurs précédentes de ^ et de V pour avoir leurs véritables valeurs. 
Dans l'hypothèse que nous considérons, B et B' sont les mêmes, et 
l'angle X — V est égal au mouvement synodique de la Lune dans l'in- 
X tervalle de vingt et une heures; la différence des valeurs de "k et de V 
ne fait que reculer de vingt et une heures les phénomènes des marées 
qui ont lieu à l'embouchure, oii> = V, et il est clair que ce résultat a 
également lieu pour un système quelconque d'astres mus uniformé- 
ment dans le plan de l'équateur. 

Imaginons présentement que le canal dont nous venons de parler ait 

deux embouchures; si l'on suppose -^j- =m (*), la marée qui a lieu à 

la première embouchure par l'action de L produira à l'extrémité du 
canal une marée dont la hauteur sera exprimée par 

BL 

-— cos(2n/ -+- 2w — 7.^\/ — 2/nT), 

T étant l'intervalle de temps que la marée emploie à se transmettre de 
la première embouchure à l'extrémité du canal. Pareillement, la marée 
qui a lieu' à la seconde embouchure produira à l'extrémité du canal 
une marée dont la hauteur sera représentée par 

CL 

— ^ cos(2n/ 4- 2CJ— 2VJ; — 2mT'), 

T' étant l'intervalle de temps que cette marée emploie à se transmettre 

(*) Correction proposée par Bowditch : t Si Ton pose ^ =^ m' el m^n — m\ la marée 
q^i a lieu t 
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de la seconde embouchure à rextrémité du canal , et le coefficient C 
dépendant de la hauteur de la marée à cette seconde embouchure. La 
hauteur entière y de la marée » à l'extrémité du canal , produite par 
l'action de l'astre L, sera donc 

BL CL 

J= — j C0S(2/l/-|-2CJ — 2VJ; — 2/nT) H C0S(2/l/-f- 2BJ — 2^ — - 2inT'). 

Si l'on fait 



on aura 



B, = v^B2 -H Cî» 4- 2BC cos2m(T'- T) , 
. . Bsin2mT-+-Csin2mT' 

Sin2A, = =r î 

7— — ^ C0S(2/l/-h 2CJ — 24» — - 2X,). 



On voit par là que B, dépend, ainsi que \, de la valeur de m ou de la 
rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite, et il est clair que, 
si le canal avait trois ou un plus grand nombre d'embouchures, les 
valeurs de B, et de \ seraient plus composées. Le rapport des coeffi- 
cients -y et —75-' donné par les observations des marées, n'est donc 

point exactement celui des forces ~ et -7^; il peut être fort différent 

dans les différents ports, et ce n'est qu'en ayant égard à la différence 
des valeurs de B et de B' que l'on peut déterminer, par les phénomènes 
des marées, le rapport des forces du Soleil et de la Lune. 

Si, dans le cas où le canal que nous venons de considérer n'a que 
deux embouchures, C est égal à — B, c'est-à-dire si la haute mer a 
lieu à la première embouchure à l'instant où la basse mer a lieu à la 
seconde embouchure: si, de plus, T = T', ou, ce qui revient au même, 
si les deux marées emploient le même temps à parvenir à l'extrémité 
du canal, on aura B, = 0, et il n'y aura point de flux et de reflux à 
cette extrémité, en vertu des oscillations dont la période est d'un demi- 
jour. Ce cas singulier a été observé à Batsha, port du royaume de 
Tunquin, et dans quelques autres lieux. 

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque port, 
influent sur les marées doit donc en produire de considérables dans 
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ces phénomènes, et il n'est probablement aucun cas possible qui n'ait 
lieu sur la Terre. Mais, puisque les constantes B et >. seraient les mêmes 
pour le Soleil et la Lune si les mouvements de ces astres étaient égaux, 
il est naturel de supposer que leurs différences sont proportionnelles 
aux différences de ces mouvements; nous adopterons donc cette hypo- 
thèse, et nous verrons qu'elle satisfait avec une précision remarquable 
aux observations. Nous ferons ainsi 

X r= - mT, 
B— P(i— 2mQ), 

0, T, P et Q étant les mêmes pour le Soleil et la Lune. Nous donnerons 
dans la suite le moyen de déterminer ces constantes dans chaque port 
par les observations. 

19. Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le Soleil et la 
Lune, toujours mus dans le plan de Téquateur, sont assujettis à des 
inégalités dans leurs mouvements et dans leurs distances. Les forces 
partielles 

— :(sîn^9 — I), el — -sin9cos9, 

trouvées dans le n^ 16, ne seront plus constantes; mais elles varieront 
avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera d'une 
année. Si la durée de cette période était infinie, ces forces n'auraient 
d'autre effet que de changer la figure permanente de la mer, qui par- 
viendrait bientôt à l'état d'équilibre. Mais, quoique cette durée soit 
finie, on a vu, dans le n^ 6, qu'en vertu des résistances que la mer 
éprouve, on peut la considérer comme étant à chaque instant en équi- 
libre sous l'action de ces forces, et déterminer dans cette hypothèse 
la hauteur correspondante des marées. On a vu de plus que, quelle que 
soit la profondeur de la mer, la hauteur des marées due à l'action de 
ces forces est 

I-4-3COS2 L 
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Si, dans les parties des forces solaires (A) du n® 16 qui sont multi- 
pliées par le sinus et le cosinus de l'angle 2n/-i- 2cj — 2^};, on sub- 
stitue, au lieu de r et de ^, leurs valeurs, chacune de ces parties se 
développera en sinus et cosinus d'angles de la forme ^nt— aqt-i- ae, 
en sorte que Ton aura 

3L 

— rsin20cos2(n/-f-cj— ^) _-_ sin^ 9 ,1k cos2{nt — qt -¥-€), 

3L 

— - sin0cos0cos2(/i/ h-bj — ^) = sin^cos^ .2/rcos2(/i/ — qt-he), 

3L 

— j sin0sin2(n/-f-Gj — 4f) =:sin0 .lks\n2{nt — qt -^e), 

le signe 2 des intégrales finies servant ici à designer la somme de tous 
les termes de la forme Acos2(az/— y/-h e) et kûxi2[nt — qt -\- t)^ 
dans lesquels le premier membre de chacune de ces équations peut se 
décomposer. 

Le plus considérable de ces termes est celui qui dépend de Tangle 
2/1/ — 2/w/ -4- 2CT, et qui produit le flux et le reflux de la mer, dans le 
cas que nous avons examiné ci-dessus, où le Soleil serait mû unifor- 
mément dans le plan de l'équateur, en conservant toujours la même 
distance à la Terre. Les autres termes peuvent être considérés comme 
le résultat de Faction d'autant d'astres particuliers, mus uniformément 
dans le plan de l'équateur. C'est de la combinaison des flux et reflux 
partiels dus à l'action de tous ces astres que se compose le flux et le 
reflux total dû à l'action du Soleil. 

Si Ton nomme / la masse de l'astre fictif dont l'action produit le 
terma dépendant de l'angle 2/2/ — 2^/ + 2 £, et a sa distance au centre 
de la Terre, on aura 

On a vu dans le numéro précédent que, le Soleil étant supposé mû 
uniformément dans le plan de l'équateur avec un mouvement angu- 
laire égal à 772/, la partie de l'expression de la hauteur de la mer dé- 
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pendante de Tangle 2nt — 2mt -{- an est égale à 

P(i — 2mQ) ~- cos2[nt — m/ ^-cj — -i- /nT), 

les constantes F, Q, et T étant les mêmes pour tous les astres, quel 
que soit leur mouvement propre; la somme de toutes les marées par- 
tielles dues aux actions de tous les astres l, l\ t\ ... sera donc 

IP [i — nqQ) — cos2(nt — qt -\- 1 — -r- qJ), 

et par conséquent elle sera 

9 P ? PO d 

-^-2A-cos2(n/-9/-f-e-0-i-?T)4- —' — Ik s\n9.[ni- qt-\-e--0-\-qT), 

la différentielle étant prise en supposant nt constant. Mais on a, par ce 

qui précède, 

3L 



- lkcosi{nt — qt-he — -\-qT) ~ ^^-^ cos2(w/ - cj — v{; — X), 



le temps t étant diminué de T dans les variables nt, ^ et r à\x second 
membre de cette équation, et 1 étant égal à — ni; la partie de la 
hauteur de la mer, due à l'action du Soleil et dépendante de Tangle 
2/1/-+- 2CT — 2^, est donc, avec les conditions précédentes, 

P— cosi[nt-hT3 — ^ — X) H-PQ -j-\ -^ sin2(w/-hG7 — 4^ -X) . 

Si l'on transporte à la Lune ce que nous venons de dire du Soleil, on 
trouvera que la partie de la hauteur de la mer, due à son action et dé- 
pendante du mouvement de rotation de la Terre, est 

L' d r h' 1 

p pj cos2(n/ -t- cj - vj;'- X) -h PQ -;j-Apj sini{nt -^-xs-^- X) 1, 

le temps / devant être encore diminué de T dans cette expression. La 
partie indépendante du mouvement de rotation de la Terre sera 

_ i-^ 3C OS20 L^ 

Œuvres de L, — II. 3 1 
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En réunissant tous les termes dus à Faction du Soleil et de la Lune, on 
aura, pour l'expression approchée de la hauteur (ty de la mer, 

\-\- 3 C0S2 9 / L 



a/^r- 



^-ê) 






[L L' 1 

— C0S2(/l/-h BJ — 4* — ^) H 7J C0S2(/l/-f-lîJ — 4''—^) I 

-:-PQ^ -j sin2(/i/4-cj — 4 — ^) -H -7j sin2(/i/-i-Bj — 4^'— ^) Il 

le temps t devant être diminué de T dans les termes multipliés par P, 
et la différentielle étant prise en faisant ni constant. 

20. Examinons enfin le cas de la nature, dans lequel le Soleil et la 
Lune ne se meuvent pas dans le plan de Téquateur. Nous avons donné, 
dans le n** 16, la manière d'obtenir les forces solaires et lunaires dé- 
composées parallèlement à trois droites perpendiculaires entre elles, et 
il en résulte : 

I® Que ces forces, décomposées parallèlement au rayon terrestre, 
sont 



i-h 3cosa0 



[^{.-3sin«v)+^^(.-3sin».;')] 



4 

[L L' 1 

~sint;cost;cos(/i/-hcj — 4)-h-yjSinv'cost;'cos(n/-hiïj — 4^' 1 

[L L' 1 

~ cos2t;cos2(/i/-hGj — 4) "^ "^i" cos't;'cos2{/i/-i-cj — ^' ; 

2° Que ces forces, décomposées perpendiculairement au rayon ter- 
restre, dans le plan du méridien, sont 

|sin20r~(i-3sinî»i;)-h 1l (,-3sinî»t;')l 



-f- 



-\- 



[L L' 1 

— sint;cost;cos(/i/-4-cj — 4) -^ -^ sint;'cost;'cos(/i/-»-iîj— ^*) 1 

[L L' 1 

— cos^t;cos2(n/ h-cj — 4^)"^ -rg-cos2t;'cos2(ii/-4- «j — ^*\ I; 
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3^ Que ces forces» décomposées perpendiculairement au plan du 
méridien» sont 

[L L' 1 

~ sint;cost;sin(/i/-f-Bj — 4*) "* — tj sint;'cost;'sin(/i/-i-iïj — ^') 1 

[L L' n 

-j cos^t;sin2(/i/4-iîj — ^) -h -t^- cos^t;'sin2(n/-f-cj— ^') 1. 

Les forces partielles 

n-3cos20rL . o . « V L' , o . - /nT 
^ [;:i(i-3sm2i;)+^(i-3sm2t;')J, 

Îsin25r~ (i- 3sin^t;) -+- ^ (i- Ssin^i;')] 

croissant avec une grande lenteur» on peut» comme on Ta vu dans le 
numéro précédent» supposer que la mer est, à chaque instant» en équi- 
libre» sous l'action de ces forces» et dans ce cas la valeur de ay» 

donnée par le n^ 6» représente la hauteur de la mer due à l'action de 
ces forces. 

Les forces partielles dépendantes de l'angle 2 nt -^ 2x3 -+-... peuvent 
être décomposées en différents termes multipliés par -les sinus et les 
cosinus d'angles de la forme 2nt — 2qt-h 21. On s'assurera, comme 
dans le numéro précédent» qu'il en résulte dans l'expression de la hau- 
teur de la mer une quantité égale à 

-.TLcos^t; , ^ I IX L'cos^i;' w ixl 

PI — cos2(n/ H-cj— 4^ — A)h 7^ — cos2(n/-hGj— ^ —a) 

-.^rfrLcos^t; . / ^ I -ix L'cos^v' . , .. ,, •..'] 

-^PQjyl- ^3 sm2(/i/-+-Bj-v|;-X)H -,y- - sinii{nt-{-m-^'-l)l 

le temps t devant être diminué de T dans ces termes, et la différen- 
tielle étant prise en faisant nt constant. 

3i. 
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Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes qui dépend 
de Tangle nt-hu-h.... Cette partie peut se développer en termes mul- 
tipliés par des sinus et cosinus d*angles de la forme nt — qt-htf q étant 
fort petit relativement à n. Chacun de ces termes produit, dans l'in- 
tervalle d'un jour à peu près, un flux et un reflux analogues à ceux 
que produisent les termes dépendants de l'angle 2/1/— 2 y/ -h 2 e, avec 
la seule difi*érence que le flux relatif à l'angle nt — qt-^t n'a lieu 
qu'une fois par jour, au lieu que le flux relatif à l'angle 2/1/— 2y/-f-2e 
a lieu deux fois par jour. 

On trouvera facilement, par l'analyse des numéros précédents, que 
la hauteur de la mer, due aux forces dont la période est à peu près 
d'un jour, peut être représentée par la formule 

A ~ sini;cost;cos(n/-f-Bj— ^-— y)H — rg- smv'cosv'cos[nt-\-xs—^'—y) 1 

//ri I ' 1 

-F-B^ 1 sini;cost;sin(n/-hcj — 4'~'y)'^ -7jSint;'cost;'sin(n/-f-cj — 4»'— y) 1» 

A, B et Y étant trois constantes arbitraires, que l'observation peut seule 
déterminer dans chaque port; les difierentielles étant prises en faisant 
nt constant, et le temps t devant être diminué d'une constante T, que 
l'observation peut seule déterminer. 

Si l'on réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la mer, 
on aura, pour sa-hauteur entière aj. 



' OLX" 



(0) 



^3cos^rL^^___3^.^,^ 

[L L' T 

— sini;cost;cos(/i/-+-cj — 'j/ — y)-^ -tj sini;'cosi;'cos(/i/-f-iïj— +'— y) 1 

_i . B -j- - sin V cos v stn [nt -h bj — j* — "/) + -rj sin v'cos y' sîn (n/ -h cj — j^' — y ) j 

[L L' T 

~ C0S2t;C0S2(/l/-f-BJ — '|/ — X) -h -7j cos^v' cos7.[nt-\-w—^'—'k) I 

-i-PQ^ ~i cos^t;sin2(/i/-!-cj — '^ — A)-h -7^ cos'i;'sin2(n/-f-© — 4*'"^) h 
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expression dans laquelle on doit observer de prendre les différentielles 
en supposant m constant, et de diminuer le temps t d'une constante T' 
dans les termes multipliés par A et B, et d*une constante T dans les 
termes multipliés par P; ces constantes devant être, ainsi que A, B, y, 
P> Q» ^. déterminées dans chaque port par les observations. 



L 
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CHAPITRE IV. 



COMPARAISON DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX OBSERVATIONS. 



21 . Développons présentement les principaux phénomènes des ma- 
rées qui résultent de l'expression précédente de y, et comparons-y les 
observations. Nous distinguerons ces phénomènes en deux classes, l'une 
relative aux hauteurs des marées, et l'autre relative à leurs intervalles, 
et nous les considérerons à leur maximum vers les syzygies, et à leur 
minimum vers les quadratures. 

Des hauteurs des marées vers ks syzygies. 

Les instants de la pleine et de la basse mer sont déterminés par 

l'équation ^ = o; or on peut, en différentiant l'expression précédente 

de ay, supposer les quantités v, v\ r, r', ^ et i/ constantes, parce* 
que, ces quantités variant avec beaucoup de lenteur, l'effet de leurs 
variations est insensible sur les hauteurs de la pleine et de la basse 
rtier; car on sait que, vers ces deux points de maximum et de mini- 
mum, une petite erreur dans le temps t est insensible sur la valeur 
de j. On peut négliger pareillement, sans erreur sensible, le terme de 
l'expression de aj multiplié par B; car, les oscillations dépendantes 
de l'angle nt-\-i3 et dont la période est d'un demi-jour à peu près 
étant très-petites dans nos ports, il est fort vraisemblable que le coefiB- 
cient B est insensible; nous verrons même dans la suite que Q est très- 
peu considérable, en sorte que nous ferons d'abord abstraction du 
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terme qu'il multiplie. L'équation ^ = o donnera ainsi 

0= -^ -jSîni;cost;sin(n/H-Bj— ^ — y)-!- -jjS\nv'cosv'sin(nt'^m--'^' — y) 

L L' 

■+- — cos*i;sin2(/i/-t-Gj — ^j; — ^)-J- -77 cos^t;'sin2(n/ -hcj — ^'— X). 

La fraction -p est très-petite dans nos ports, et l'on verra ci-après 

qu'à Brest elle est tout au plus ~; on peut donc la négliger sans 
crainte d'erreur sensible. L'équation précédente donne ainsi 

— cos^t;sin2(4' — ^') 
tang2(/i/-i-cj-^'— X)r^ -^ 1^ • 

-7^ cos^v'-f- -- cos2t;cos2(ij; — 4") 

Il faut maintenant substituer dans l'expression de y la valeur de 
/i/-i-CT— I' déterminée par cette équation. Soit (A) ce que devient 
alors la fonction 

[L L' 

~ sini;cost;cos(/i/+cj— 4'~y)"+~ "tj sint;'cost;'cos(n/-+-Bj — ^''—y) 

on aura 

drPi/ ( — cos^vj H j-C0S^t;-7j COS^t;'COS2(4f'— lj;)4-( -y^ cos^yM , 

le signe -h ayant lieu pour la haute mer, et le signe — pour la basse 

mer. 
Supposons que cette expression se rapporte à la pleine mer du 

matin; on aura l'expression de la hauteur de la pleine mer du soir, 

en augmentant les quantités variables de ce dont elles croissent dans 

l'intervalle de ces deux marées; il faut, par consequen^ changer le 

signe de (A), parce que l'angle /i/ -f- o — ^ — y augmente d'environ 

deux angles droits dans cet intervalle, la petite différence pouvant être 



248 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

négligée, à raison de la petitesse de (A); 2 (A) est donc la différence 
des deux marées d'un même jour. Nommons présentement y' la demi- 
somme des hauteurs des marées du matin et du soir; y' sera ce que 
nous entendrons dans la suite par hauteur moyenne absolue de la marée 
d'un jour. On aura à très-peu près 



-:- P y \—i cos^vj 4- ^ cos*«;-;j cos2i;'cos2(vp'— vp)-i-(-7jCos*t;'] , 

toutes les variables de cette expression étant relatives à la basse mer 
intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, et devant par 
conséquent se rapporter à un instant qui précède de T cette basse mer. 
Il est très-vraisemblable que la partie de cette expression qui n'est pas 
multipliée par P se rapporte à un instant différent; mais cette partie 
est si petite par rapport à l'autre que Ton peut, sans erreur sensible, 
les rapporter toutes deux à l'instant qui convient à la plus grande. 

Si l'on nomme (A') ce que devient (A) à l'instant de la basse mer 
intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, la hauteur 
de cette basse mer sera 



I -f- 3 cos 9, 



[li (.- 3sin«y) + ~[i- 3sin»^')]+ (A') 



— P w ( -^cos^yj H- ^-cos2i;--cosî»i;'cos2(v}/'— vp)4-f -Tjcos^t;' j . 

En retranchant cette expression de la hauteur moyenne absolue de la 
marée du jour, on aura ce que nous nommerons marée totale, qui n'est 
ainsi que l'excès de la demi-somme des deux marées d'un jour sur la 
basse mer intermédiaire. Représentons cet excès par j^"; on aura 



// L V 2L L' / L' V 

y''^ — (\')-i-2P\/ (-^oos^t;| H- — -cos2v-7^cos«t;'cos2(v|/'— vp)H-(-7j-cos*t;'j 

Enfin, la différence de deux basses mers consécutives sera 2 (A'). 
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Vers le maximum des marées ou vers les syzygies, l'angle ^—^ est 
peu considérable, puisqu'il est nul au maximum ; on aura donc à peu 
près, à l'instant de la pleine mer, w/ -h cj — <];'= >.. En substituant cette 
valeur dans la fonction (A), on aura, dans la supposition où le temps / 
doit être diminué de T dans cette fonction, comme dans la fonction 
multipliée par P, 

/ L L' \ 

(A)= — A ( — sinrcosvH — jj sinr'cosv' j cos(X — y). 

(A) étant très-petit, l'erreur de la supposition précédente doit être 
insensible. La fonctix)n (A') devient à très-peu près 

(L L' \ 

— sinv cost; H — ^ sinv'cosv' j sin (y — X) . 

On peut même, vu la petitesse de ces fonctions, y supposer >. = y, ce 
qui rend (A') nul. Cela posé, si, dans les termes multipliés par P des 
expressions dey' et dey", on néglige la quatrième puissance de ^j/'— ^/, 
on aura, vers les syzygies. 



r-- 



— 3- |^~ (i- Ssm^t;) + jjj (1- 3sm2t;')J 

+ P( ^ cos«i;4- p^ cos^t;') - j^ ^, [(+'- +)« 4- 1?»], 

^ — cos^vH — — cos*t;' 



t»3 T*'^ 



^=2pf 



I L' \ 4P-iCos»t;-7^cos»t;' 

llcos».;+^cos't;')- ^ 'j-, [(4,'-^).+ «g»], 

-r cos^t; H — 7^ cos^i;' 



q étant la variation de l'arc ^'—^ dans l'intervalle des deux pleines 
mers consécutives. L'addition des termes qui en dépendent est fondée 
sur ce que la véritable valeur de (|'— ^Y de l'expression Ae y' est la 
demi-somme des carrés [i^' — ^Y relatifs aux deux pleines mers con- 
sécutives, et il est facile de voir que cette demi -somme est égale à 

(Xwres de L,— II. 32 
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(+'— +)* ^\9^* ^'^^^ V'" ^ se rapportant ici k la baa^e mer intermé- 
diaire. Ainsi, les variables des deux formules précédentes se rappor* 
tant à cette basse mer, le carré (^'— ^y doit, pour plus d'exactitude, 
être augmenté de ^q^ dans Texpression de y, et de {q^ dans celle 

de y\ 

22. Développons les expressions de y' et de j" relatives aux équinoxes 
et aux solstices, pour déterminer l'influence des déclinaisons des astres 
sur les marées. Le terme 



1-+- 3COS20 

M^4 



[~(i-3sin^t;)-i-i:l(i~3smV)] 



de l'expression de y' est très- petit; on peut donc y supposer, sans 
erreur sensible, que les variables r, r, r', v' se rapportent à l'instant 
même de la syzygie. Lorsque Ton fait une somme des valeurs de y 
relatives à deux syzygies consécutives, on peut supposer, dans le terme 
précédent, r' égal à la moyenne distance de la Lune à la Terre dans les 
syzygies; car il est visible que, si la Lune est apogée dans une syzygie, 
elle est à peu près périgée dans la syzygie suivante, r est à peu près 
égal à la moyenne distance de la Terre au Soleil, dans les syzygies des 
équinoxes, et, si Ton considère autant de syzygies vers les solstices 
d'hiver que vers les solstices d'été, on peut supposer encore r égal à 

cette distance moyenne. 

/ L L' \ 

La partie P( — cos^t^ n — ,— cos^r'j de l'expression de y' change sen- 
siblement dans l'intervalle de quelques jours, et, comme elle est con- 
sidérable dans nos ports, il est nécessaire d'avoir égard à sa variation. 
Pour cela, soient t' l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'équateur, et r la 
distance de la Lune au nœud ascendant de son orbite sur l'équateur; 
on aura sinî>'= sine'sinT', et par conséquent 

cos^t;' — I — 4sin2e'-f- Jsin^e'cosaF. 

Nommons / le temps écoulé depuis le maximum de la marée jusqu'au 
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moment d'une observation quelconque , t étant négatif relativement 
aux observations antérieures à ce maximum; on aura, en négligeant 
les puissances de / supérieures au carré, et en supposant le mouvement 
de la Lune, dans son orbite, uniforme pendant le temps /, ce que Ton 
peut admettre sans erreur sensible, 

cosî»t;'= cos^t;'— /^ sin^e'sinar — ^M -jr ) sin^e^cosar, 

les valeurs de v' et de T dans le second membre de cette équation se 
rapportant à la syzygie. Dans les équinoxes et dans les solstices, sin^T 
est nul à peu près ; en ne considérant ainsi les syzygies que vers ces 
points, le terme de l'expression de cos^r' multiplié par la première 
puissance de / disparait de la somme des valeurs de y\ surtout si Ton 
en considère un assez grand nombre pour que les valeurs positives et 
négatives de sinsr' se détruisent mutuellement; on aura donc alors 



cos 



-~\ (sin^e'-asinat;'). 



Prenons pour unité de temps l'intervalle des deux marées consécutives 
du matin ou du soir, vers les syzygies, intervalle d'environ i^®°'",o27i. 
Soitu le moyen mouvement synodique de la Lune dans cet intervalle; 
on aura dans les syzygies, en ayant égard à l'argument de la variation, 
qui vers ces points augmente constamment le mouvement lunaire, 



( 






et par conséquent 

La variation de -77 peut être négligée, lorsque l'on considère à la fois 
deux syzygies consécutives. On peut négliger pareillement les varia- 
tions de -3 et de sin^r, comme étant peu sensibles dans l'intervalle 
d'un petit nombre de jours; elles se rapportent d'ailleurs à l'action 

32. 
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du Soleil, que nous verrons ci-après être trois fois moindre que celle 

de la Lune. 

« 

Il nous reste à considérer le terme 

s». P — COS^ V -7- cos^ v' 
-r cos^t;-!- -7— cos^t;' 

de l'expression de y'. Si l'on nomme e et r pour le Soleil ce que nous 
avons nommé e' et V pour la Lune, on aura à fort peu près, en obser- 
vant que e' diffère très-peu de e, et que sin(r'-+- r) est à peu près nul 
dans les syzygies des équinoxes et des solstices, 

. cosvcosv'.f^'— ^) = cos (F— r), 

ce qui change le terme précédent dans celui-ci 

„L L' , ÊH-e' ,, , 

— COS^VH rr COS^t; 

Cela posé, si l'on nomme Y' la somme des valeurs de y correspon- 
dantes à 21 syzygies des équinoxes, on aura 



Y'= - "- 



_2/piL(r«-4-^)u« ,,i65.(8in«f'-asin«V')-h-î— ^^ ~ |. 

L Jicos«V-^i^co8«V'J 

Dans cette expression, cos^V, sin'V, cos^V, sin*V' et cos* sont 

les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspondantes de cos't?, 
sin*w, cos*r', sin'r' et cos* relatives aux 21 syzygies. La même ex- 
pression peut représenter encore la somme des valeurs de y' dans 21 sy- 
zygies des solstices, dont la moitié se rapporte aux solstices d*hiver. 
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Considérons présentement l'expression de y" . Le terme 

./L . L' . , A 

A ( — smt; cost; + -tj smv cost; | 

est trës-petit dans nos ports; il est nul dans les syzygies des équinoxes; 
il disparait encore de la somme des valeurs de y" y si l'on considère 
deux syzygies consécutives, et autant de solstices d'hiver que de sol- 
stices d'été. En nommant donc Y" la somme des valeurs de y" corres- 
pondantes à 21 syzygies des équinoxes, on aura 

i,i65.(8inn'-2sin«V')-i- ^^- -^ 1; 

cette expression représente encore la somme des valeurs de y" dans 
21 syzygies des solstices. 

Voyons maintenant ce que les termes dépendants de Q, et que nous 
avons jusqu'ici négligés, ajoutent à ces expressions de Y' et de Y". 
Pour cela, reprenons l'expression (0) de %y du n"* 20. Dans les équi- 
noxes et dans les solstices, — ^^- — est nul ; on peut négliger la dif- 
férentielle de — divisée par dt, lorsque Ton considère l'ensemble de 
deux syzygies consécutives; nous négligerons encore 

//ri T 

PQ^ — cos2t;sin2(/i/-t-Gj — <J/ — X) L 

vu la lenteur des variations de r, | et r, et parce que — est trois fois 

moindre que -75- • Le terme dépendant de Q dans la formule (0) ajou- 
tera ainsi à l'expression de aj la quantité 



Or on a 



aPQ^^ r^- cos2t;'cos2(/i/-4-GJ— v|;'— X). 



-y- cos^t;'^ -TT cose'rrr m'cosf', 
dt dt 
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nit étant le moyen mouvement de la Lune; le terme précédent devient 



ainsi 



2m'PQcos£' -^ cos2(n/-+-©— vp'— X), 



De là il est facile de conclure que, dans les syzygies des équinoxes» où 
cosr'= I à fort peu près, le terme dépendant de Q ne fait que changer 
dans les expressions de aj, Y' et Y", L'en L'(i — am'Qcose'), et que 

dans les solstices, où cost?'=cose', \1 se change en L'(i— ^ U en 

sorte que la différence des valeurs de L' dans ces deux cas peut servir 
à déterminer Q. 

23. Comparons les formules précédentes aux observations. Au com- 
mencement de ce siècle, et sur Tinvitation de l'Académie des Sciences, 
on fit dans nos ports un grand nombre d'observations du flux et du 
reflux de la mer; elles furent continuées chaque jour à Brest, pendant 
six années consécutives, et, quoiqu'elles laissent à désirer encore, elles 
forment, par leur nombre et par la grandeur et la régularité des ma- 
rées dans ce port, le recueil le plus complet et le plus utile que nous 
ayons en ce genre. C'est aux observations de ce recueil que nous allons 
comparer nos formules. Ces observations étant compliquées de beau- 
coup de circonstances étrangères à l'action du Soleil et de la Lnne, il 
faut en considérer un grand nombre, afin que, les effets des causes 
passagères venant à se détruire mutuellement, leur ensemble ne pré- 
sente que l'effet des causes régulières; il faut de plus, par une combi- 
naison avantageuse des observations, faire ressortir les phénomènes 
que l'on veut connaître. C'est ainsi que, dans la vue de déterminer 
Teffet de la déclinaison des astres, nous avons considéré à la fois deux 
syzygies consécutives, dont l'ensemble est indépendant à peu près de 
la variation de la distance de la Lune à la Terre. Pour comparer sur ce 
point les observations à la théorie, j'ai pris dans le recueil cité vingt- 
quatre syzygies vers les équinoxes et vingt -quatre syzygies vers les 
solstices, en considérant toujours deux syzygies consécutives. 
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Voici les jours de ces syzygies à Brest : 

Syzygies des équinoxes. 

Années. 

1711, 28 août, 12 septembre, 26 septembre, 12 octobre. 

1712. I*' septembre, i5 septembre. 

1714. 2S août, 8 septembre, 23 septembre, 8 octobre. 

1715. 18 février, 5 mars, 20 mars, 4 avril, 28 août, i3 septembre, 27 sep- 

tembre, 12 octobre. 

1716. a3 février, 8 mars, 23 mars, 6 avril, 1" septembre, i5 septembre, 

Sfzygies des solstices, 

1711. 16 juin, 3o juin, 25 novembre, 9 décembre. 

1712. 19 juin, 3 juillet, 28 novembre, 1 3 décembre. 

1714. 29 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet, 21 novembre, 7 décembre, 

21 décembre. 

1715. 5 janvier, 17 juin, i*' juillet, 26 novembre, 10 décembre, 25 dé- 

cembre. 

1716. 9 janvier, 5 juin, 19 juin. 

Dans chacune de ces syzygies, j'ai pris une moyenne entre les deux 
hauteurs absolues des deux marées d*un même jour, c'est-à-dire la 
hauteur moyenne absolue de la mer; j'ai considéré le jour qui précède 
la syzygie et que je désigne par — i , le jour de la syzygie que je dé- 
signe par G, et les quatre jours qui la suivent et que je désigne par i, 
2, 3, 4- Plusieurs fois on n'a observé qu'une seule des marées de chaque 
jour; j'en ai conclu la hauteur moyenne absolue, en lui ajoutant la 
moitié de son excès sur la marée non observée, excès qu'une première 
discussion des observations m'a fait connaître à très-peu près, tant 
dans les syzygies des équinoxes que dans celles des solstices. 

Plusieurs fois encore, la hauteur de la basse mer intermédiaire entre 
les deux marées d'un même jour n'a point été observée. Pour avoir la 
marée totale, j'ai supposé, conformément à la théorie, que la différence 
des marées totales, dans deux jours consécutifs, est double à fort peu 
près de la différence des hauteurs moyennes absolues correspondantes. 
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J*ai pris un résultat moyen entre les marées totales conclues de cette 
supposition et des observations des deux jours entre lesquels était 
compris celui que je considérais. 

Quelquefois, la loi des basses mers observées indiquait évidemment 
une erreur de signe dans une de ces hauteurs. Dans ce cas, j'ai presque 
toujours regardé comme nulle l'observation de la basse mer, et j'ai 
conclu la marée totale par la règle que je viens d'exposer. C'est avec 
ces précautions que j'ai formé le tableau suivant, qui présente la 
somme des hauteurs moyennes absolues et des marées totales, cor- 
respondantes à chacun des jours que j'ai considérés dans les syzygies 
précédentes : 

TABLE l. 



Syzygies des équinoxes. 

Jours. Hauteurs moyennes absolues des marées. Marées totales. 



m 



— I 


129,890 


128,988 





I 36, 079 


142*068 


1 


I 39,851 


149,342 


2 


139,962 


i5o,o66 


3 


137,479 


143,826 


4 


i3i,653 
Syzygies des solstices d'étés 


i3i,77o 


— I 


62,004 


58,097 


o 


63,914 


62,00a 


I 


65,028 


64,095 


2 


65, i57 


64*995 


3 


64,147 


63,425 


4 


61,914 
Syzygies des solstices d'hiver. 


59,186 


— I 


65 , 2 I I 


61,098 


o 


66,456 


64,967 


I 


67, 121 


67 , 202 


2 


66,4^4 


67,500 


3 


65,998 


66,187 


4 


63,574 


61,4^5 
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24. Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On aura, 
relativement aux 48 syzygies : 





TABLE 


IL 




jrs. 


Hauteurs moyennes absolues. 


Marées totales 


-I 


m 

267, io5 




248? I 83 





266,449 




269,037 


I 


272,000 




280,639 


2 


271,543 




282,561 


3 


267,624 




273,438 


4 


257,141 




252, 38 I 



En considérant les variations des hauteurs absolues et des marées to- 
tales de cette Table, on voit que les plus grandes marées n'ont point 
lieu le jour même de la syzygie, mais du premier au second jour. 
Déterminons la distance de l'instant du maximum des marées à la sy- 
zygie, dans les observations précédentes. Pour cela, prenons pour unité 
l'intervalle de deux marées du matin ou du soir vers les syzygies, et 
pour époque l'instant de la basse mer intermédiaire entre les deux 
marées du jour qui précède la syzygie. Soit, pour un jour quelconque 
voisin de cette phase, a-\-bx — cx^ l'expression de la hauteur absolue 
d'une marée voisine de la syzygie, x étant le nombre des intervalles 
pris pour unité dont cette marée suit l'époque. Si cette formule se 
rapporte à une marée du matin, l'expression de la marée du soir du 
même jour sera a -+- h{x 4- j) — c[x -4- ^)*, en ne considérant que les 
inégalités dont la période est à peu près d'un jour, les seules aux* 
quelles il soit nécessaire d'avoir égard ici, parce que les effets des 
autres inégalités se compensent dans les observations de la Table IL 
Si l'on ajoute les deux expressions précédentes, la moitié de leur 
somme sera ce que nous avons nommé hauteur moyenne absolue de 
la marée; l'expression de cette hauteur est ainsi 

L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant notre théorie, 

OEuyres de L. — U. 33 
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de la forme 

ic-f-j étant le temps écoulé depuis Tépoque jusqu'à cette basse mer; 
en nommant donc / ce temps, l'expression de la marée totale sera de 
la forme 

Le maximum de cette marée a lieu lorsque /= — ; cette valeur est 

pareillement la valeur de x correspondante au maximum de la fonc- 
tion a -h hx — - cx^. 

Pour déterminer — par les observations, on peut faire usage des 

marées totales de la Table II ; mais les hauteurs moyennes absolues 
de cette Table ayant été observées avec plus de soin que les marées 
totales, nous ferons usage de leur ensemble. 

Soient donc/, /', /"•/'\/'^ et/^ les six sommes que Ton obtient 
en ajoutant la hauteur absolue à la marée totale de chaque jour, dans 
la Table II. L'expression analytique de ces sommes sera de la forme 
k -f- ibt — ic/^, et en y supposant successivement / = o, / = i, ^ = 2, 
/ = 3, / = 4, / = 5, on aura les valeurs de //^/'^/"'»/'^/^ d'où 
l'on tirera 

ib =- 5ic 4- — ^ 

9 

et par conséquent 

2C-2 ' ^f-^f'-p-f) 

En substituant pour /, /',... leurs valeurs numériques, on aura 

2C 

L'intervalle dont le maximum de la marée totale, dans les syzygies de 
la Table II , a suivi l'instant de la basse mer intermédiaire entre les 
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deux marées du jour de la syzygie, est donc i, 58176, On verra ci-après 
que l'intervalle pris pour unité est à fort peu près 1^02706; en le 
multipliant donc par 1,58176, le produit iJ, 6^455 exprimera l'inter- 
valle dont le maximum de la marée totale a suivi l'instant de la basse 
mer du matin du jour de la syzygie. Cet instant est l'heure moyenne 
entre les deux marées de ce jour, et l'on trouve, par un résultat moyen, 
qu'elle a été dans les observations précédentes 0^39657. On trouve 
eùcore, par un résultat moyen, que l'heure de la syzygie dans les 
mêmes observations a été à Brest 0-^,45667, en sorte qu'elle a suivi 
la basse mer de 0^06010; elle a donc précédé le maximum de la marée 
totale de 1^5644^- Mais, comme une erreur de quelques mètres dans 
ces observations peut influer sensiblement sur cet intervalle, il con- 
vient de déterminer d'une manière plus précise cet élément important 
de la théorie des marées. 

Pour cela, j'ai considéré les hauteurs absolues des marées du second 
jour avant et du cinquième jour après la syzygie; elles sont à peu près 
à égale distance de part et d'autre du maximum des marées, et à cette 
distance elles varient de la manière la plus sensible. J'ai ajouté les 
hauteurs absolues des marées du matin et du soir, du second jour 
avant chaque syzygie, et, lorsque l'on n'a observé qu'une seule hauteur' 
dans un jour, je l'ai doublée. Le Recueil cité d'observations renferme 
100 syzygies, dans lesquelles j'ai pu me procurer des observations sem- 
blables. J'ai trouvé 1009^,470 pour la somme des hauteurs absolues 
des marées des seconds jours qui précèdent les syzygies, et 1010™, 886 
pour la somme des hauteurs absolues des marées des cinquièmes jours 
qui les suivent. Mais, parmi les hauteurs qui précèdent les syzygies, 
86 se rapportent au matin, et 1 14 au soir; en prenant donc pour unité 
l'intervalle de la basse mer du second jour qui précède U syzygie à la 
basse mer correspondante du jour suivant, l'heure moyenne à laquelle 
se rapporte la première somme suit celle de la basse mer du second 
jour avant la syzygie de -^f ou de o,o35 de cet intervalle. Dans la 
seconde somme, il y a autant de hauteurs du matin que du soir; l'heure 
k laquelle elle se rapporte est donc celle de la basse mer du cinquième 

33. 
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jour après la syzygie. Ainsi le milieu de rintervalle compris entre les 
instants auxquels ces sommes se rapportent n'est pas exactement le 
milieu de Tintervalle compris entre Theure de la basse mer du matin 
du second jour avant la syzygie et celle de la basse mer correspon- 
dante du cinquième jour qui la suit; mais il se rapproche de cette 
seconde limite de 0,0175. 

Si les deux sommes ioo9™,47o et loio^^SSe étaient égales, ce mi- 
lieu serait l'instant du maximum des marées; mais la seconde somme 
surpassant la première de i™,4i6, Tinstant de ce maximum est un 
peu plus près de Theure de la basse mer du cinquième jour après la 
syzygie. La hauteur absolue des marées de ce jour et du second jour 
avant la syzygie varie à Brest de o",i48o3, pendant une moitié de 
l'intervalle pris pour unité; en supposant donc que l'instant du maxi- 
mum des marées se rapproche d'un centième de cet intervalle vers la 
seconde limite, la somme des 200 hauteurs relatives à la seconde limite 
sera augmentée de 0^,59212, et la somme des 200 hauteurs relatives 
à la première limite sera diminuée de la même quantité, en sorte que 
la différence de ces deux sommes sera 1^,18424; et, puisque l'obser- 
vation donne i'°,4f6 pour cette différence, le maximum des marées 
doit être rapproché, par cette considération, de 0,01 196 de la seconde 
limite; en ajoutant 0,0175 à cette quantité, on aura 0,02946 pour le 
temps dont le maximum des marées se rapproche plus de l'heure de 
la basse mer du cinquième jour après la syzygie que le milieu de l'in- 
tervalle compris entre cette basse mer et celle du second jour avant 
la syzygie ; ce temps évalué en parties du jour est à fort peu près 
o^o3o22. 

Maintenant le milieu de l'intervalle compris entre ces deux basses 
mers est le même que le milieu compris entre la basse mer du matin 
du jour de la syzygie et la basse mer correspondante du troisième jour 
qui la suit; l'intervalle de deux basses mers consécutives du matin 
étant alors 1^02705, ce second milieu est éloigné de i^54o58 de la 
basse mer du matin du jour de la syzygie. L'heure de cette basse mer 
peut être supposée ^0,39657, comme dans les observations de la 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 261 

Table II, parce que l'heure moyenne à Brest des loo syzygies que j'ai 
considérées a été de 0^4601 3 à peu près, comme dans les observations 
de cette Table; la syzygie a donc suivi de o^o6356 l'heure de la basse 
mer du matin, et par conséquent elle a précédé de 1^47702 le milieu 
de l'intervalle compris entre les deux limites. En y ajoutant o^o3o22, 
on aura 1^50724 pour l'intervalle dont le maximum de la marée à 
Brest suit la syzygie. C'est la valeur que je supposerai dans la suite à 
cet intervalle. 

25. Déterminons présentement la loi des variations des hauteurs 
moyennes absolues des marées et des marées totales de la Table II. 
Pour cela, prenons pour unité l'intervalle des deux marées consécu- 
tives du matin ou du soir vers les syzygies, et nommons k la quantité 
dont l'instant moyen du maximum des marées suit le milieu de l'inter- 
valle compris entre les six jours d'observation que nous avons con- 
sidérés. Soit a — 6/^ l'expression générale des hauteurs moyennes 
absolues des marées de la Table II, / étant la distance k l'instant du 
maximum. Les hauteurs moyennes absolues des marées correspon- 
dantes aux jours — i, o, i, 2, 3, 4 seront 

a-h[\-\-kYy a-h[\-\^hY, a-&(^H-/f)2, 
a^h[^^kY, a-~h[\-kY, a-h[\~kY. 

Si de la somme de la troisième et de la «quatrième on retranche la 
somme des extrêmes, on aura 126 pour la différence. Les résultats 
de la Table U donnent 29", 297 pour cette différence, d'où l'on tire 

Si l'on représente semblablement par a'— 67* les marées totales de 
la Table II, on trouvera de la même manière 

6'= 5™, 2 197. 

Suivant la théorie exposée dans le n® 22, h — T^h\ et par conséquent 
h = 2", 6098. La différence entre cette valeur et celle-ci 2*",44i4, que 
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donnent les observations des hauteurs moyennes absolues des marées, 

est dans les limites des erreurs des observations; mais, les hauteurs 

absolues ayant été observées avec plus de soin que les basses mers, 

nous prendrons pour b le tiers de la somme des deux valeurs de b et 

de h' données par les observations, et pour b' le double de ce tiers; 

nous aurons ainsi 

b = 2"», 5537, b' •=. 5"*, 1074. 

Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des six ex- 
pressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des marées est 
6a — 6(^ H- 6A^). Cette somme est, par les observations de la Table II, 
égale à 1 591", 862; on a donc 

_ i59i"s86a -t-(^4-6 fr^)>2'°,5537 
a-. - g 

On a de la même manière 

,_ 1606^239 4- (^ + 6fra).5",io7 4 
a- g 

L'heure moyenne de la syzygie de la Table II a été o^ 45667; en lui 
ajoutant 1^50724, distance de la syzygie au maximum de la marée, 
on aura 1^,96391 pour la distance de ce maximum au minuit qui pré- 
cède la syzygie à Brest. L'instant moyen entre les deux marées du jour 
de la syzygie a été 0^,39657; en lui ajoutant | de l'intervalle pris pour 
unité, et qui est égal à 1^,02705, on aura 1^,93715 pour la distance 
(lu milieu de l'intervalle compris entre les six jours d'observation au 
minuit qui précède la syzygie. Si l'on retranche cette distance de 
'^ 9^591» ^^ ^^^^ '^ valeur de k exprimée en jours et égale à 
0^,02676; en la divisant par 1,02705, on aura, en parties de l'inter- 
valle pris pour unité, k = o,o26o55, ce qui donne 

a -— 272", 760, «'— 282"*, 606; 

ainsi l'expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes abso- 
lues des marées de la Table II est 

272", 760 — 2"», 5537 . /*, 
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et l'expression des nombres de la même Table relatifs aux marées 
totales est 

a8a", 606 — 5", 1 074 . t^, 

les valeurs de /, relatives à tous ces nombres, étant respectivement 

— 9. , 526055, — 1 , 526055, — o , 526055, 
0,473945, 1,473945, 2,473945. 

En substituant ces valeurs dans les deux formules précédentes et en 
comparant les résultats aux nombres de la Table II, on verra que les 
erreurs sont très-petites et dans les limites de celles dont les obser- 
vations sont susceptibles. 

Comparons maintenant ces formules données par l'observation aux m 
formules du n"^ 22 données par la théorie de la pesanteur. Soit e la hau- 
teur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau d'équilibre 
que la mer prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune; soit, de 
plus, h la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil aux 
instants des phases dans les syzygies de la Table II, et A' cette même 
somme relativement à la Lune; on aura, par le n^ 22, 

,0 3(i-}-3cos20)rL ,, ,, L'., ^ ,1 „/AL A'L'\ b ,„ ^ 

^^i^e--^ 3-^hi(A--32)4-;75(A-32)l + P(-- + ^-^^272»,76o, 



a':=2P^ 






3L 

On a vu, n*' 11, que -r-j- = o''*,i23i6. La latitude de Brest étant 
de 535685", on a, à très-peu près, 26 = 928630". En négligeant vis- 
à-vis de l'unité la fraction ^> très-petite, parce que la moyenne den- 
sité p de la Terre surpasse plusieurs fois celle de la mer, on aura 

I H- 3C0S2Ô L 



3 \ r» 



»^(-è) 



=: 0^,02745. 



Nous verrons ci-après que, dans les moyennes distances de la Lune 
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à la Terre, -jj = —^y mais la distance de la Lune dans les syzygies 

est plus petite d'environ ;— que sa moyenne distance, à raison de 
l'argument de la variation, qui diminue constamment la distance 

lunaire syzygie; ainsi l'on a dans les syzygies -r^ = -7 j- J'ai trouvé 

que, relativement aux 48 syzygies de la Table II, on a 

A = 44,13399, A'=44,5o884; 
on a donc 

3(n-3cos2^) TL ,, o X . L' /.r o H f„, luuz 
g- ^[;i(*-32)+^(A -32)J=4m666, 

et par conséquent 

48e — 4'»,i666 -+- ^.282°>,6o6 — 3^.2'»,5537 1= 272'»,76o, 

ce qui donne 

L' 

On a ensuite, en réduisant -tj à la moyenne distance de la Lune à la 

Terre, 

la fraction 2P(A — j^A')~ étant fort petite, on peut y supposer 



L 

r 

on aura ainsi 

2 






• • 



P(}|-ÎA'-^ ^oà) (^ + 7^) = ^82-, 756, 
d'où l'on tire 

C'est l'expression de la marée totale qui aurait lieu à Brest, si le Soleil 
et la Lune se mouvaient uniformément dans le plan de l'équateur; car 
on a vu, dans le n*' 22, que L' dans les syzygies des équinoxes se 
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change dans L'(i— am'Qcoss'), et que dans les syzygies des solstices 
il se change dans L' ( i — ^—4- \ ? en sorte que, dans l'ensemble des syzy- 
gies de la Table II, L' doit être changé dans L' I— /w'Qfcose'n — ^J ; 
or on a 

, I ,sin*ie' 

cose -h j —24-4 V» 

cose cose 

et ce dernier terme peut être négligé par rapport au premier, à cause 
de la petitesse de sin^^e'; L doit donc, relativement aux syzygies de 
la Table II, être changé en U(i— 2m'Q), comme si la Lune était en 
mouvement dans le plan même de Téquateur. 

Déterminons la variation des marées, près de leur maximum, qui 
résulte de la théorie de la pesanteur. Pour cela, reprenons l'expression 
de Y" du n^ 22; l'angle e' ayant varié sensiblement dans l'intervalle des 
quarante-huit syzygies de la Table II, il sera déterminé avec une exacti- 
tude suffisante pour notre objet, en prenant pour cos'^e' une moyenne 
entre les carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les vingt- 
quatre syzygies solsticiales de cette Table; soient donc p et p' les 
sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil et de la Lune 
dans les vingt-quatre syzygies des équinoxes, et ^, q' les mêmes 
sommes dans les vingt-quatre syzygies des solstices; nous pourrons 
supposer, à très-peu près, 

.01 ^4 — a' « e -I- e' Q-^Q' 

sm^^e'^ , j cos^» = ^ — j-- 

24 2 2 . 24 

Le terme multiplié par t^ dans l'expression de Y" deviendra ainsi, 
relativement aux vingt-quatre syzygies équinoxiales, 

et le même terme relatif aux vingt-quatre syzygies solsticiales sera 

Œuvres de L. — 11. 34 
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-fj se rapportant ici à la moyenne distance de la Lune à la Terre, J'ai 
trouvé 

/?^^ 23,68196, />'= 23,75355, ^r= 20,45^03, Ç'= 20,75529. 

'j est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle de 
1^02705, et ce mouvement est de 141866", en ayant égard à l'argu- 
ment de la variation, qui augmente constamment ce mouvement dans 
les syzygies. On aura ainsi —3", 2040. r* pour la valeur du terme 
multiplié par t^ dans l'expression de Y" relative aux vingt-quatre sy- 
zygies équinoxiales, et — i™, 8977./*-* pour la valeur du même terme 
relatif aux vingt-quatre syzygies solsticiales; ce terme relatif à l'en- 
semble de toutes les syzygies sera donc — 5™,ioi7./'*. Les observa- 
tions nous ont donné, dans le numéro précédent, — 5™, 1074 . /* pour 
ce même terme ; ainsi elles s'accordent parfaitement à cet égard avec 
la théorie. ^ 

26. Comparons séparément les observations des syzygies des équi- 
noxes et celles des syzygies des solstices de la Table L Si l'on dé- 
termine par la méthode du numéro précédent les expressions des 

hauteurs absolues et des marées totales des syzygies des équinoxes 
données par les observations de cette Table, on trouvera 

i4o",432— i'»,58ii./3 
pour l'expression des hauteurs absolues des marées des équinoxes, et 

iSo"», 235 — 3™, 1623. /a 
pour l'expression des marées totales. On trouvera semblablement 

i32"',328 — o'",9725./2 
pour l'expression des hauteurs absolues des marées des solstices, et 

132", 371 — i'",945i.^^ 
pour l'expression des marées totales correspondantes. 
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On voit d'abord que les marées totales, en partant du maximum» 
décroissent plus rapidement dans les syzygies des équinoxes que dans 
celles des solstices. Ce résultat de l'observation est entièrement con- 
forme à la théorie, qui, comme on vient de le voir, donne — 3™,2o4o 
et —1^,8977 P^^^ '^s coefficients de /^, qui différent très-peu des 
nombres — 3"*, 1623 et — i°*,945i, donnés par les observations. 

Si Ton suppose t = o dans les expressions précédentes, on aura 
8*, 104 pour l'excès des hauteurs moyennes absolues des marées des 
équinoxes sur celles des solstices, et 17"*, 864 pour l'excès des marées 
totales correspondantes des équinoxes sur celles des solstices. Ce 
second excès est un peu plus que double du premier. Par le n^ 22, 
il doit surpasser le double du premier de la quantité 









qui, réduite en nombres, est égale à 2"",o5o. Les observations donnent 
i™,656 pour cette même quantité; la différence est dans les limites 
des erreurs dont elles sont susceptibles. 

L'excès 1 7"*, 864 des marées totales des syzygies des équinoxes sur 
celles des solstices est l'effet des déclinaisons du Soleil et de la Lune, 
qui affaiblissent Taction de ces astres sur la mer. Cet excès, par le 
n^ 22, est égal à 



OU a 



P[^(/'-'?) + |^?V('— 'Q)(/''-9')]+=^^^|^-'"'Q('-cose')(;,'-^^-|^), 



or on a, par le numéro précédent, 



^^[7^ "^ 7^ ('" 2m'0)] = 6«,249o; 

34. 
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de plus, on verra ci-après que -7^- (i — am'Q) est à trfes-peu près égal 

à -y; enfin, on peut supposer ici cos*fc'= ^; la fonction précédente 
devient ainsi 



En l'égalant à l'excès observé 17"*, 864, on pourra déterminer ^m'Q, 

et l'on trouvera 

2m'Q = — 0,10637. 

Il semble donc résulter des observations précédentes que la rapidité 
du mouvement de la Lune dans son orbite augmente à Brest d'envi- 
ron j^ l'action de la Lune pour soulever les eaux de la mer, comme 
elle retarde d'un jour et demi l'instant du maximum des marées; 
mais cet élément délicat doit être déterminé par un plus grand nombre 
d'observations. 

27. Comparons enfin les marées des syzygies des solstices d'hiver 
à celles des syzygies des solstices d'été de la Table I, pour avoir 
l'effet de la variation des distances du Soleil à la Terre sur les marées. 
Si l'on ajoute ensemble les marées totales des jours i et 2, dans 
les solstices d'hiver de la Table I, on aura 1 34", 702 pour leur 
somme. La même somme dans les marées syzygies des solstices d'été 
est 129", 090, plus petite que la précédente de 5™, 61 2, ce qui prouve 
l'influence de la plus grande proximité du Soleil en hiver qu'en été sur 
les marées. 

Pour comparer sur ce point la théorie de la pesanteur aux observa- 
tions, nommons / la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du 
Soleil dans les syzygies des solstices d'été de la Table I ; nommons /' 
la même somme pour la Lune. Considérons ensuite que le Soleil est 
d'environ ^ plus près de nous en hiver que dans sa moyenne distance, 

L 

ce qui augmente d'un vingtième la valeur de —9 qui, par la raison 
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contraire, est diminuée d'un vingtième en été. Cela posé, les formules 
du n® 22 donnent 

pour l'excès que les observations ont donné égal à 5", 612; or on a 

TTi^TT' 2P-z=i.6-,249o; 

j'ai trouvé, de plus, /= 10,16776, /'=io,34i3i; la fonction précé- 
dente devient ainsi 4*"» 257, ce qui ne diffère que de i^jSSS du résul- 
tat de l'observation. 



28. L'effet de la variation des distances à la Terre est beaucoup plus 
sensible pour la Lune que pour le Soleil. Afin de comparer sur ce point 
la théorie aux observations, j'ai ajouté les marées totales du premier 
et du second jour après celui de la syzygie, dans douze syzygies où le 
demi-diamètre de la Lune, alors voisine du périgée, surpassait 3o mi- 
nutes, et dans les douze syzygies voisines et correspondantes où le 
demi-diamètre de la Lune, alors voisine de son apogée, était au-des- 
sous de 28 minutes; j'ai choisi ces deux jours, parce qu'ils comprennent 
entre eux l'instant du maximum des marées dont ils sont très-proches. 
La Table suivante renferme les jours de ces syzygies et les marées 
totales qui leur correspondent : 
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TABLE IIL 

Jours de la syzygie. Marées totales périgées. Mirées totales apogées. 

m m 

1714.. 1 6 janvier i3,3o5 » 

3o janvier w io,654 

i4 avril i3,52g » 

29 avril M 10,778 

10 août )) 10,453 

25 août 14, 126 » 

8 septembre. » io,6i4 

23 septembre i^y^'^g » 

8 octobre » 10,681 

23 octobre i3,47o » 

1715. 5 mars i4i3oo » 

20 mars » 10,985 

4 avril 14,061 )) 

18 avril w 10,372 

12 octobre i4i4i5 * 

27 octobre » io,45i 

11 novembre «3,711 » 

26 novembre » 91986 

1716. 6 mai » 10,244 

21 mai i3,i86 » 

5 juin » 9i^^ 

19 juin '3,479 "> 

4 juillet » 9» 750 

19 juillet 12, i35 D 

On voit par cette Table que les marées totales correspondantes aux 
demi-diamètres de la Lune plus grands que 3o minutes sont constam- 
ment plus grandes que celles qui correspondent aux demi-diamëtres 
plus petits que 28 minutes. Si Ton ajoute ensemble les marées totales 
relatives aux plus grands demi -diamètres, on aura i64"»256 pour 
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leur somme. Celle des marées totales relatives aux douze plus petits 
demi-diamëtres est 124"» 56o. La différence de ces deux sommes est 
39^,6961 • Voyons ce qu'elle doit être par la théorie. 

Si Ton néglige, comme on Ta fait dans l'expression de y" du n^ 21, 
la quantité (A") qui, dans le cas présent, est insensible soit par elle- 
même, soit parce que les déclinaisons de la Lune ont été alternative- 
ment boréales et australes dans les observations de la Table III, il est 
visible par cette expression que l'on aura la partie de la différence de- 
mandée, relative aux termes dépendants de P : 1° en prenant le demi- 
diamëtre moyen de la Lune, dans les vingt-quatre observations de la 
Table, demi-diaïnètre que je trouve égal à 2917 secondes; 2*^ en multi- 
pliant dans chaque observation le carré du cosinus de la déclinaison de 
la Lune par le cube du rapport de son demi-diamëtre à 2917 secondes; 
3® en faisant une somme de ces produits relatifs aux douze observations 
dans lesquelles le demi-diamëtre de la Lune surpasse 3o minutes, 
somme que je trouve égale à 1 3,5846, et en en retranchant la somme 
des mêmes produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le 
demi-diamëtre de la Lune a été au-dessous de 28 minutes, et que je 

trouve égale à 9,3628; 4*^ enfin en multipliant la différence [^,111% de 

L' 

ces deux sommes par 4P -7i^» ^' étant ici la distance moyenne syzygie de 

L' 

la Lune, ce qui donne 4P-Ti-.4»22i8 pour la partie de la différence 

demandée qui dépend de P. 

Pour avoir la partie qui dépend de Q, nous observerons que, 
par le n® 20, cette partie ajoute à l'expression de (ty le terme 

— 2PQ -^ -7j cos^v : on a, par le n° 22, -^ cos' v'= --r- cose', et, si 
l'on prend pour unité la moyenne distance de la Lune à la Terre, 
on a à très-peu près -^ = -77; le terme précédent devient ainsi 

L' ^'é' 

— 2m'PQ -Tjcose', cose' pouvant être supposé égal a \l --n q' étant 

la somme des carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les 
vingt-quatre syzygies de la Table II, somme qui, par le numéro précé- 
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dent, est égale à 20,755^9. On aura donc la partie de la différence 
cherchée, relative à Q : i^ en faisant une somme des cinquièmes 
puissances du rapport du demi -diamètre de la Lune dans chaque 
^ observation périgée à 2917 secondes, et en en retranchant la même 
somme relative aux observations apogées; 2^ en multipliant le reste 

I ' In' I ' 

par — 8/w'PQ-ri- \/^* On trouve ainsi — 8/w'PQ pj- 6,9091, r' se 

rapportant ici à la moyenne distance syzygie de la Lune. 

En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la différence 
demandée sera 

,, 8m'PQ^(i-2m'Q).a,6873 

4Pp3(.-2m'Q).4,22l8 '.—--—^ ; 



on a, par le n^ 25, 



2P^(i-2m'Q) = [||.6«,249o; 

la différence précédente devient ainsi 

4o-,562 ^^^,r. • 25»,8l9. 

^ I — 2mQ ^ 

En l'égalant à la différence observée 39^,6961 , on trouve 

2/n'Q = 0,034^5, 

valeur insensible et d'un signe contraire à celui de la valeur détermi- 
née dans le numéro précédent, par les phénomènes des marées relatifs 
aux déclinaisons. On voit, par la grandeur du coefficient de 2/n'Q 
dans la différence précédente, que les phénomènes des marées dépen- 
dants de la variation de la distance de la Lune à la Terre sont très- 
propres à la déterminer, et il en résulte que 2m' Q est très-petit et 
même insensible à Brest. 

En vertu des inégalités de la seconde espèce, ou dont la période est 
\ peu près d'un jour, les marées du soir surpassent à Brest celles da 
matin dans les syzygies des solstices d'été; elles en sont surpassées 
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dans les syzygies des solstices d'hiver. Pour déterminer la quantité de 
ce phénomène, j'ai ajouté, dans dix-sept syzygies vers les solstices 
d'été, l'excès des marées du soir sur celles du matin, le premier et le 
second jour après la syzygie. Le maximum des marées tombant à peu | 
près au milieu de ces deux jours d'observation, la variation journalière 
de la hauteur des marées dues aux inégalités de la troisième espèce 
est presque insensible dans le résultat, qui ne doit par conséquent 
renfermer que l'excès des marées du soir sur celles du matin, dû aux 
inégalités de la seconde espèce. La somme de ces excès dans les trente- 
quatre jours d'observation a été de 6",i3i. 

J'ai ajouté pareillement l'excès des marées du matin sur celles du 
soir, dans onze syzygies vers les solstices d'hiver. La somme de ces 
excès, dans les vingt-deux jours d'observation, a été de 4"'»io9. En 
prenant un milieu entre ces deux résultats, l'excès d'une marée du 
soir sur celle du matin dans les syzygies des solstices d'été, ou d'une 
marée du matin sur celle du soir dans les syzygies des solstices d'hiver, 
en vertu des inégalités de la seconde espèce, est de o'",i83. 

Cet excès est, par le n** 21, égal à 

2 A ( — sinvcosvH- —j sinv'cost;' j cos(X — y); 

cette fonction est donc égale a o'°,i83. Il est probable que cos(>. — y) 
diffère peu de l'unité ; une longue suite d'observations des basses mers 
du matin et du soir fera connaître exactement sa valeur. 



Des hauteurs des marées vers les quadratures. 

29, Pour déterminer ces hauteurs par la théorie, nous reprendrons 
les expressions complètes àt y' et de y" du n** 21, et nous observerons 
que, si l'on change ^]/' dans ioo®4-^' ou dans 3oo®-f-^j;', suivant que 
la Lune est vers son premier ou vers son second quartier, on aura, en 
réduisant y' et y" en séries, ^j;'— ^ étant supposé peu considérable, 
comme cela a lieu vers les quadratures, et en négligeant les termes 

Œuvres de Z. — II. . 35 



f 
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multipliés par Q, 

IH-3COS20 



[;ï("-3sinît;)-^(.-3sin«t;')] 



/L' L \ 2P;:ïCos«t;j:r^cos«t;' 

4- P(^ cos»t;'- ^ cos't; -h -^^ ^^— M'- |)»+4v*l, 

^ ' -rr cos»t;' i-cos*!/ 

f' 3 ^3 

L' L 

T""'" A -7^ sint;'cosî;'sin(X — y)zjz\— sînt;cosî;cos(X — y) 

/L' L \ 4P;:iCOS^^^cos^î;' 

^^p/ _cos^t;'-^cos^t;)-^-j^i L O^''- ^'l^-^' i?^^ 

-77 cos^v' cos^t; 

le signe -h ayant lien vers le premier quartier de la Lune, et le 
signe — vers son second quartier (*). 

L'excès de la marée du soir sur celle du matin à Brest, dans les qua- 
dratures des équinoxes, est, en vertu des inégalités de la seconde espèce, 

— ^A- j sint;'cost;'cos(X — y). 

Il en résulte, par le numéro précédent, qu'à Brest la marée du soir sur- 
passe celle du matin dans les quadratures de^ équinoxes du printemps; 
elle en est surpassée dans les quadratures des équinoxes d'automne. 

Si, dans un nombre 21 de quadratures vers les équinoxes, on consi- 
dère les hauteurs absolues et les marées totales des jours voisins de la 
quadrature, en nommant Y' la somme des hauteurs moyennes abso- 
lues, on trouvera, par l'analyse suivant laquelle If' a été déterminé 
dans le n*' 22, 

r^--^-- _^|^_;i_3sm«V)-H^(i-3sm2V')J-4-2iP(^^cos^V'---cosn) 

I I ~^cos«V 

- 2/P-=V(^^^-iV)(r'-rcosV'cose)M i,o6iisin2g'-f. -_- '' 



— . cos^V cos»V 

(*) Les termes h- I7', -!- \q*, ajoutés à (^j/'— •];)« dans ces deux formules, manquent dans 
l'édition originale; cette omission a été signalée par Bowditch. 
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/ étant» depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des marées 
jusqu'à l'instant que l'on considère, le nombre des intervalles d'une 
marée à la marée correspondante du jour suivant, vers les quadratures 
des équinoxes^ r et T' sont les mouvements du Soleil et de la Lune 
dans cet intervalle, eu égard à l'argumentde la variation, qui diminue 
constamment le mouvement lunaire dans les quadratures; e et e' sont 
les inclinaisons des orbes de ces astres à l'équateur. 

La valeur de Y' relative à ai quadratures, dont i sont vers les sol- 
stices d'hiver et i vers les solstices d'été, est 

-., 2i(i-i-3cos26)rL , « . ^-,, L' _ . „,,,n .^/L' „,,, L „_,^ 
Y'.- L_ J.\ ,_3sin2V ~-TT I— 3sm2V' H-21P — cos^^V -cos^V 

(-~cosn^ 
^,—^V-j^.-^^ -.,06.. tangue' 

En nommant Y" les marées totales correspondantes à Y', on aura, dans 
les 21 quadratures des équinoxes, 

Y--.4ip(^ 



Vcos^V r cos^V 

3 ^3 



^^cos^V 



4iP-^(/« + 3^)(r-rcosV'cose)2 ( i,o6iisin2e'-4---, -^ 1, 

^ -tCOS^V- ~:;cosn^ 

et dans les 21 quadratures des solstices, 
L' 



^'-4/P(^cos2V'^ilcos'^v) 



-- cos^V 



-4/P^{/^-^À^(^'cose'-3l^JU, /-i.^ -^-.-^--, .06.. tangue' 



-7-cos^V' -cos^V 

f* J f*3 



Enfin on verra, comme dans le n*' 22, que, pour avoir égard aux termes 
dépendants de Q, il suffît de changer L dans L'(i — ~'^-)' dans les 



35. 
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expressions relatives aux équinoxes, et'U dans L'(i — am'Qcose'), 
dans les expressions relatives aux solstices. 

30. Pour comparer ces résultats aux observations, j'ai pris dans le 
Recueil cité les observations relatives à vingt-quatre syzygies vers les 
équinoxes et à vingt-quatre syzygies vers les solstices, en considérant 
toujours deux quadratures consécutives. Voici les jours de ces quadra- 
tures, à Brest : 

Quadratures des équinoxes. 

Années. 

1711. 5 septembre, 19 septembre, 4 octobre, 18 octobre. 

1712. i5 mars, 29 mars, 24 août, 8 septembre, 22 septembre, 7 octobre. 

1714. 18 août, I" septembre, 17 septembre, 3o septembre. 

1715. 12 mars, 28 mars, 22 août, 6 septembre. 

1716. I*'' mars, i5 mars, 3o mars, i4 avril, 8 septembre, 23 septembre. 

» 

Quadratures des solstices. 

1711. 23 juin, 7 juillet. 

1712. 27 mai, 12 juin, 25 juin, 11 juillet. 

Vlik. 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, i4 décembre, 28 décembre. 

1715. 26 mai, 8 juin, 24 juin, 8 juillet, 18 novembre, 3 décembre, 17 dé- 

cembre. 

1716. 2 janvier, 28 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet. 

J'aurais désiré de considérer autant de quadratures vers les solstices 
d'hiver que vers les solstices d'été; mais le défaut d'observations ne 
me l'a pas permis. 

Dans chacune de ces quadratures, j'ai pris une moyenne entre les 
hauteurs absolues de deux marées consécutives, pour former ce que je 
nomme hauteur moyenne absolue des marées. J'ai considéré d'abord les 
deux marées du jour de la quadrature, ensuite les deux marées sui- 
vantes, puis les deux marées qui les suivent, enfin les deux marées 
qui suivent ces dernières, en sorte que souvent les deux marées dont 
j'ai considéré l'ensemble n'ont point eu lieu le même jour. La marée 
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totale est Texcës de la hauteur moyenne absolue sur la basse mer inter- 
médiaire. Je désigne par 0, 1, 2, 3 les numéros de ces marées, en 
commençant par celle du jour de la quadrature. Plusieurs fois la hau- 
teur de la basse mer n'a point été observée; quelquefois même on n'a 
observé qu'une des deux hauteurs de chaque jour. J'ai fait usage, 
pour suppléer à ce défaut d'observations; de la même méthode que 
j'ai employée pour les marées syzygies. J'ai obtenu ainsi les résultats 
suivants : 





TABLE 


IV.. 






Quadratures des 


équiiwxes. 


1 


N^** des marées. 


Hauteurs moynnnes absolues. 


Mirées totales. 




1 
1 

3 


m 

99,5ii 

94 1 ^82 

96,059 

io5,639 




69,835 

58,638 
62,383 
81,342 



Quadratures des solstices. 



m 



m 






106, 117 


82 , 244 


1 


102,997 


76,289 


2 


I03,220 


76.654 


3 


106,760 


84,498 



31. Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On aura, 
relativement aux quarante-huit quadratures, les résultats suivants : 

TABLE V. 



No* des marées. 



1 

2 
3 



Hauteurs movennos absolues. 



Marées totales. 



m 



205,628 

'971^79 

'99^^79 
212,399 



m 



152,079 

134,927 

139,037 

i65,84o 



Prenons pour unité l'intervalle de deux marées du matin ou du soir 
vers les quadratures, et pour époque l'instant moyen entre les deux 
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marées du jour de la quadrature à Brest. Soit, pour un jour quelconque 
voisin de cette phase, a — bx-\-cx^ l'expression de la hauteur ab- 
solue de la marée, x étant le nombre des intervalles pris pour unité 
dont cette marée suit l'époque. Si cette expression se rapporte à une 
marée du matin, l'expression de la marée du soir du même jour sera 
a — b{x -\-{) -\- c{x -h ï)^, en ne considérant que les inégalités dont 
la période est à peu près d'un demi-jour. En ajoutant ces deux expres- 
sions, la moitié de leur somme sera la hauteur moyenne absolue de la 
mer; l'expression de cette hauteur est ainsi 

fl-f-TjC — 6(j; 4-1) -f-c'(j:-h{)2. 

L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant la théorie, de 
la forme 

en faisant donc x -\-^ = t, l'expression de la marée totale sera de la 

forme 

m — ibt -h ict^. 

Le minimum de cette marée a lieu lorsque / — — ; cette valeur de t est 

pareillement la valeur de x correspondante au minimum de la formule 
a — hx -h cx'^. 

Pour déterminer — > on peut faire usage des marées totales de la 

Table Y; mais les hauteurs absolues de la même Table avant été obser- 
vées avec plus de soin que les marées totales, nous ferons usage de 
leur ensemble. Soient donc /,/',/'', /'^ les quatre sommes que Ton 
obtient en ajoutant la hauteur moyenne absolue à la marée totale qui 
lui correspond dans la Table; l'expression analytique de ces sommes 
sera de la forme k — iht -\- ici^ . En supposant successivement / = o, 
t=\, t -- 2, / = 3, on aura les valeurs de /, /', /", f^, d'où Ton 
tirera 



-- , 
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et par conséquent 

On verra ci-après que l'intervalle pris pour unité est i^o52i; ainsi 
l'intervalle depuis Tépoque jusqu'au minimum des marées, évalué en 
jours, est i^SôSg. Dans ces observation^, l'heure de l'époque a été à 
Brest o^,6iai, et l'heure moyenne de la quadrature a été oJ,4683, en 
sorte que la quadrature a précédé l'époque de o^i438. En ajoutant 
cette quantité à i^SôSg, on a 1^,5077 pour l'intervalle dont le mini- 
mum de la marée suit la quadrature, ce qui diffère très-peu de l'in- 
tervalle 1^,50724» dont on a vu, dans le n° 24, que le maximum des 
marées suit la syzygie : ces deux intervalles sont donc égaux, comme 
ils doivent l'être par la théorie. Nous les supposerons l'un et l'autre 

de 1^50724. 

Déterminons la loi des variations des hauteurs moyennes absolues et 
des marées totales dans les quarante -huit quadratures précédentes. 
Pour cela, prenons pour unité l'intervalle de deux marées consécutives 
du matin ou du soir vers les quadratures, et nommons k la quantité 
dont l'instant moyen du minimum des marées a précédé le milieu de 
l'intervalle compris entre les quatre jours d'observations. Soît a-^-bt^ 
l'expression générale des hauteurs moyennes absolues de la Table .V, 
t étant la distance à l'instant du minimum de ces hauteurs. Les hau- 
teurs moyennes absolues correspondantes aux n*** 0, 1, 2, 3 seront 

Si de la somme des deux extrêmes on retranche la somme des deux 
moyennes, on aura [\b pour la différence qui, par la Table V, est égale 
à 21™, 469, d'où l'on tire b = 5", 3672. 

Si l'on représente semblablement par a' -^b't^ les marées totales de 
la Table V, on trouvera de la même manière 6'= 10^,9887. Suivant la 
théorie b — ^b'= 5°",4943; la différence entre cette valeur de b et la 
précédente est dans les limites des erreurs des observations. 
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Si Ton prend pour b le tiers de la somme des deux valeurs de b et 
de b\ et pour b' le double de ce tiers, on aura 

b = 5"», 45ao, b' = i o"», 9040. 

Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des 
quatre expressions précédentes des hauteurs absolues des marées 
est 4« -+- *(5 -4- 4^^). Cette somme est, par la Table V, égale à 
814", 585; on a donc 

8i4»,585 - (5 -^ 4A-2) .5»,452o 

4 

On trouvera de la même manière 

Spi^jSSî— (5 4-4A-2).io°»,qo4o ^ 
a ^ ^ .. 

Pour déterminer ^, nous observerons que l'heure moyenne de la qua- 
drature à Brest, dans les quarante-huit quadratures de la Table Y, a été 
0^,46829; en lui ajoutant 1^50724» distance de la quadrature au 
minimum des marées, on aura 1^9^553 pour la distance de l'instant 
du minimum des marées au minuit qui précède la quadrature. L'in- 
stant moyen à Brest, entre les deux marées du jour de la quadrature» 
a été, dans les observations de la Table Y, 0^6121 5; en lui ajoutant 
\ de l'iiitervalle pris pour unité et qui est égal à 1^05207, on aura 
2^,19025 pour la distance du minuit qui précède la quadrature au 
milieu de l'intervalle compris entre les observations extrêmes de la 
Table. Si l'on en retranche 1^97553, la différence 0^21472 sera la 
valeur de k exprimée en jours; en la divisant par 1^05207, on aura 
0,204093 pour cette valeur exprimée en parties de l'intervalle pris 
pour unité, d'où l'on tire 

a — 196^,604, d — i33%886; 

ainsi l'expression des nombres de la Table Y, relatifs aux hauteurs 
absolues des marées, est 

i96"',6o4 H- 5"',452o./2, 
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et l'expression des nombres de la même Table, relatifs aux marées 

totales, est 

1 33«, 886 H- I o"», 9040 . /«. 

Comparons maintenant ces formules, données par l'observation, aux 
formules du n** 29, données par la théorie de la pesanteur. Soit e la 
hauteur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau d'équi- 
libre que la mer prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune; soit 
de plus h la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil, 
aux instants des phases, dans les quadratures de la Table V, et A' cette 
même somme relativement à la Lune; on aura, par le n® 29, 

.0 3(i-i-3cos20) TL ,, ^, L' ,, , vH i>/A'L' AL\ ., ^m ^ / 
48e- -i— ^[^_(A_32)4-^-(A'-32)^J + P(^-^:^-— j-^A6 = i96",6o4; 

on a relativement à Brest, par le n^ 25, 

H-3COS20 L „ ,£. 

mais, dans les quarante-huit quadratures que nous considérons, la va- 
leur de — n'est point exactement égale à sa valeur moyenne. La Table V 

comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes, dix-huit quadra- 
tures d'été et six quadratures d'hiver; or on a vu, dans le n® 27, que, 

dans les quadratures des solstices d'été, — est diminué d'un ving- 
tième, et qu'il est augmenté d'un vingtième dans les quadratures des 
solstices d'hiver; il faut donc multiplier la valeur moyenne de — par ^ 

pour avoir sa valeur moyenne dans les quarante-huit quadratures; de 

L' 

plus, -7j est moindre d'un quarantième dans les quadratures que dans 

les moyennes distances, à raison de l'argument de la variation, et, 

3L 

comme il est à très-peu près égal à —^ dans les moyennes distances, il 

Œuvres de L. — II. 36 
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doit être supposé, dans les quadratures, égal k ~- -^ • Enfin j'ai trouvé, 
dans les quadratures précédentes, 

h =z 44,16767, A' rrr 44,45074; 
on a, cela posé, 

3(i-+ 3cos20) PL -. ^ , L' ,, « ,1 ^ o 
7 3T b^^ ^^"^ï^ (A'-32)J = 3-,989. 

L'expression des marées totales de la Table V, comparée aux formules 
du n° 29, donne 

Cette équation a besoin d'une légère correction, qui tient à ce que, 
dans les quadratures de la Table Y, il y a dix-huit quadratures d'été et 
six quadratures d'hiver; or la basse mer de ces quadratures correspond 
à la haute mer solaire du soir, qui, en été, surpasse à Brest la haute 
marée solaire du matin de 0^,0457; il faut donc augmenter 1 33°", 886 
de six fois 0^,0457, pour le rendre indépendant des inégalités dont la 
période est à peu près d'un jour, et alors on a 

2P(^^^---j-^,33».8i9, 

d'où l'on tire 

e~- 2", 778. 

Les observations des syzygies nous ont donné, dans le n® 25, 

e — a", 827. 

La petite différence de ces deux valeurs dépend-elle des erreurs des 
observations, ou de ce que la mer ne s'abaisse pas entièrement à Brest 
à la hauteur déterminée par la théorie dans les grandes marées, comme 
je le présume? C'est ce qu'uti plus grand nombre d'observations fera 
connaître. 
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Reprenons l'équation 



-/A'L' AL\ „„ „ 



L L' 

Pour réduire les valeurs de -^ et de —3- aux moyennes distances du 

Soleil et de la Lune, il faut multiplier la somme des carrés des cosinus 
des déclinaisons du Soleil, dans les quadratures des solstices de la 
Table V, par jf , pour avoir égard au nombre plus grand des solstices 
d'été que des solstices d'hiver; en ajoutant ensuite le produit à la 
somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les qua- 
dratures des équinoxes, la somme sera la valeur de h dont on doit 

faire usage. Je trouve ainsi h = 43,6557- 

L' . 
Dans les quadratures, la valeur de -77 doit être diminuée d'un qua- 

i*antiëme, à raison de l'argument de la variation, ce qui revient à di- 
minuer dans le même rapport «A', qui se réduit alors à 43,3395; on a 
donc 

2P^43,3395 . ^ - 43,6557 . ^ = i33",8i9, 

retr' étant les moyennes distances du Soleil et de la Lune à la Terre. 
On peut donner à cette équation la forme suivante 

2P. 43, 3395 . ^i^. _ ll\ aP. 0,3162 . ^ =z I33^8I9. 

Dans le petit terme 2P.o,3i62-— on peut supposer 

il _ 1 /"irl _ liV 

on aura donc 

2P.43,.8i4.(^-^)-:i33«,8i9, 

d'où l'on tire 



^Pl;.'3 - -3) = 3",099o. 



36 
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Nous avons trouvé, dans le n° 25, 



^P(^-^7ï)=6",249o, 



ce qui donne 



2,9677 



L' . L . 

ainsi l'on peut supposer, à très-peu près, -tj triple de — • Mais on doit 

observer ici que ce rapport n'est pas exactement celui des masses de 
la Lune et du Soleil, divisées respectivement par les cubes de leurs 
moyennes distances à la Terre. Il résulte du n° 25 que, L' et L expri- 
mant ces masses, et m'/, mt exprimant les moyens mouvements de 
ces astres autour de la Terre, le rapport trouvé ci-dessus est celui de 

L'(i — 2m'Q) . L(i — 2mQ) ., * j -* • 1 • j 

— ^ — r^ — ^^ a — ^ — ^^; il ne peut donc être pris pour celui de 

-r^ à ~ que dans le cas où Q est nul ou insensible, et Ton a vu pré- 
cédemment que cela a lieu à fort peu près dans le port de Brest. 

Déterminons la variation des marées près de leur minimum, qui 
résulte de la théorie. Pour cela, reprenons les valeurs de Y" du n® 29. 
Soient p et p' les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du 
Soleil et de la Lune dans les quadratures des équinoxes de la Table V; 
soient q et q' les mêmes sommes dans les quadratures des solstices de 
la même Table; on pourra supposer, dans ces expressions, 

cos^e — -—> cos^e' — ^: 
24 24 

le terme multiplié par /^ dans l'expression de Y" relative aux vingt- 
quatre quadratures équinoxiales devient ainsi 



}?.48P^^;/»(r'-^.v'g/''n ..o6m.?-4-^^. 




nPyj 



r et r étant les mouvements de la Lune et du Soleil, dans les quadra- 



F 
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tures, pendant Tintervalle pris pour unité, et qui, dans les quadra- 
tures équinoxiales, est égal à 1^,057496; on doit observer que, dans 
les quadratures, F est constamment diminué en vertu de l'inégalité 
de la variation. 

Le terme multiplié par /', dans l'expression de Y" relative aux vingt- 
quatre quadratures solsticiales de la Table Y, devient, en diminuant 

— d'un quarantième, parce qu'il y a dix-huit solstices d'été sur six sol- 

stices d'hiver, 

^7^ r, M — p' 

— i,obii« , --- 19 



^^"'^"C^^7l)( 



2 



^L^ qL 



r et F étant les mouvements de la Lune et du Soleil dans ces quadra- 
tures, pendant l'intervalle pris pour unité, et qui, relativement aux 

quadratures des solstices, est égal à iJ,o46644- 

L L' . 

-^ et -^ sont réduits dans ces expressions aux distances moyennes 

du Soleil et de la Lune à la Terre, dans lesquelles on a 
J'ai trouvé 

p=r 23,68841, />' — 20,69652, Ç =120,47926, Ç'r= 23,75422; 

on aura, cela posé, 7^,819 pour le terme multiplié par /^ dans l'ex- 
pression de Y" relative aux vingt-quatre quadratures équinoxiales, et 
2"*, 794 pour le même terme relatif aux vingt-quatre quadratures sol- 
sticiales. La somme de ces deux termes est io™,6i3, ce qui diffère 
très-peu du résultat io'",9o4o que donnent les observations de la 

Table V ('). 

32. Considérons séparément les marées des quadratures des équi- 
noxes et celles des quadratures des solstices. On trouvera, par la mé- 

(*) Bowditch remarque que les nombres 2". 79} et lo^^^Gi'J doivent être augmentés tous 
deux deo*",i, en sorte qu'il faut lire 9.™, 891 et 10", 71 3. 



286 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

thode du numéro précédent, 

94»,o33-h3"',747./«, 
58"',37o-i-7'",495./», 

f 

pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales des 
équinoxes de la Table lY; les expressions des mêmes quantités rela- 
tives aux marées soisticiales de la même Table sont 

io2'",57i -h i*",7o5./2, 
75»",5i7 4-3",4io./^ 

On voit d'abord que les marées croissent plus rapidement dans les 
équinoxes que dans les solstices, ce qui est conforme à la théorie. 
Suivant les observations, le coefficient de t^ relatif aux marées totales 
est 7", 495 dans les équinoxes et 3"*,4ïo dans les solstices, et Ton a vu 
dans le numéro précédent que la théorie donne 7", 819 et 2^,794 (*) 
pour ces mêmes coefficients; la différence est dans les limites des 
erreurs des observations et des éléments employés dans le calcul. 

Si Ton retranche le premier terme de l'expression des marées totales 
des équinoxes du premier terme de leur expression dans les quadra- 
tures, la différence 17*°, 147 sera l'effet des déclinaisons des astres. 
Pour le rendre indépendant des marées dont la période est à peu près 
d'un jour, il faut, comme on l'a vu dans le numéro précédent, lui 
ajouter six fois 0^,0457, et alors il devient 17™, 421. 

Suivant les formules du n° 29, cet effet est égal à 



39 

T5 



-Pi^-(A'--'/)^^[(---'Qcose')-/'-(.--^)/»']j, 



OU 



î!-^P[J^(p-^)H-^(i-:^m'Q)(^'-p')] 



-+-lî-^P^('-^'^'Q)('-<^ose')(9'+^)^ 



am'Q 



im'Q 

expression dans laquelle on doit augmenter p de sa trente-neuvième 

{*) Voir la note de la page précédente. 
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partie, et où l'on peut supposer cose'= \/^- En observant que 



'-4 



L 

r 



l^(,-2m'Q)-^, ,p[^L^J;^:(,_,;n'Q)].^6-,249o, 



elle devient 



,8«n,86n- - -'^ S,i • iS-.oiS, 
I— 2m Q 



et, en l'égalant au résultat de l'observation 17™, 421, on a 



■s 



9.nt'Q= ~ 0,1061, 

résultat conforme à celui que les observations syzygies nous ont donné 
dans le n^ 26, mais d'un signe contraire au résultat trouvé dans le 
n^ 28 par la comparaison des observations périgées et apogées. Il suit 
de là que l'on peut négliger les termes dépendants de Q, jusqu'à ce 
qu'un très-grand nombre d'observations en ait fixé la véritable valeur. 

33. On a vu, dans le n** 29, que les marées du soir doivent l'empor- 
ter à Brest sur celles du matin dans les quadratures de l'équinoxe du 
printemps, et que le contraire a lieu dans les marées quadratures de 
l'équinoxe d'automne. Pour vérifier ce phénomène, j'ai ajouté, dans 
onze quadratures vers les équinoxes du printemps, l'excès des marées 
du soir sur celles du matin, le premier et le second jour après la qua- 
drature. La somme de ces excès a été de 3",i43. J'ai trouvé pareille- 
ment 3", 385 pour la somme des excès des marées du matin sur celles 
du soir, dans treize quadratures vers les équinoxes d'automne. Le 
milieu entre ces observations donne o™,i38 pour l'excès d'une marée 
du soir sur celle du matin dans les quadratures de l'équinoxe du prin- 
temps, ou d'une marée du matin sur celle du soir dans les quadratures 
de l'équinoxe d'automne. 

Nous avons trouvé, dans le n° 28, o"", i83 pour l'excès des marées du 
soir sur celles du matin dans les syzygies des solstices d'été. Cet excès 

est au précédent, suivant la théorie, dans le rapport de -^ -i- -7 - à -^^ 
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ou (le 4 à 3, ce qui est, à fort peu près, le rapport des nombres o,i83 
et o,i38. 

Enfin, j'ai trouvé que Tinfluence de la variation de la distance 
lunaire se manifeste d'une manière aussi sensible par les observations 
dans les marées quadratures que dans les marées syzygies. 

Des heures et des intervalles des marées vers les syzygies. 
34. Reprenons l'équation trouvée dans le n® il, 

— cos2t;sin2(^j; — ^j;') 
lang2(/i/-i-iij — \\t' — l) = -Y^ 



L' L 

-jj cos^v'h- — cos't;cos2(^j; — ^j;') 

et donnons-lui cette forme 

-7- C0S^t;'sîn2(^j;'— ^j;) 

lang2(a/-i-Gj — + — X)= |- yj 

cos*r-+- -7j cos2t;'coS2(^j;' — ^j;) 



• 3 



L'angle ^'— ^ étant peu considérable vers les syzygies, nous pouvons 
négliger sa troisième puissance; nous aurons ainsi 

— ,- cos^v'-h — COS^V 

^'3 ^3 

Considérons l'instant moyen entre les deux pleines mers du même 
jour, instant que nous nommerons heure de la marée totale; l'équatiou 
précédente aura lieu encore pour cet instant, pourvu que les variables 
nt, ^ et ^' s'y rapportent; ov nt-hxs — ^ est l'angle horaire du SoleiU 
et ^'—^ est nul au maximum de la marée totale; en nommant donc T 
rheure en temps vrai de ce maximum, l'heure vraie de la marée totale 
d'un jour quelconque sera 



-TT- cos^v -h — cos^v 
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le second terme de cette expression étant réduit en temps, à raison de 
la circonférence entière pour un jour. Soit u le mouvement synodique 
de la Lune dans les syzygies, pendant l'intervalle compris entre deux 
marées consécutives du matin ou du soir vers les syzygies, intervalle 
que nous prendrons pour unité; soit / le nombre de ces intervalles, de- 
puis Tinstant du maximum dans les syzygies des équinoxes; ^'— ^ sera 
égal à très-peu près à /ucose', et Ton pourra supposer cos^v'— cos'v; 
rtieure, en temps vrai, de la marée sera donc 

-,3 tv cose 
^ L' L 



'9 p9 



Dans les solstices, (^'— ^)cosv' est à très-peu près égal à /u, et Ton 
peut supposer encore cos^t^'^ cos^r; l'heure vraie de la marée sera 
donc 



^i. 



(L L^\ 



cost; 



/ dans ces formules devant être supposé négatif relativement aux ma- 
rées antérieures au maximum. Comparons-y les observations. 

35. Pour cela, j'ai déterminé les heures des marées totales de la 
Table I dans les jours 0, 1, 2 et 3, en prenant le milieu entre les 
heures des deux pleines mers qui se rapportent au même jour, ces 
heures étant comptées du minuit vrai précédent. J'ai trouvé les résul- 
tats suivants : 
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TABLE VI. 

Sxzxgiei dei équinoxeê. 

Jours comptés Heure, en temps Trmi, 

de U de la 

syxygie. marée totale à Brest. 

J J 

0,39708 

1 0,4^222 

2 0,4^733 

3 0*47359 

Syzygies des solstices, 

0,39606 

1 0,42692 

2 0,45369 

3 0,48186 

Considérons d'abord Tensenoble de ces observations. En prenant une 
moyenne entre les heures des marées totales de cette Table, corres- 
pondantes au même jour, dans les syzygies des équinoxes et dans 
celles des solstices, on aura 0^39657, 0^424^7» o^45o5i, 0^4777^5 
pour les heures vraies des marées totales correspondantes aux jours 
0, 1,2, 3. Soit a H- bt' l'expression générale de ces heures, t' étant 
le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de l'instant de la 
marée totale du jour de la syzygie. En retranchant de l'heure de la 
quatrième marée celle de la première, la différence sera égale à 36, 
d'où l'on tire b — 0^027052. Si de la somme des quatre heures précé- 
dentes on retranche 66, la différence sera 4^» ee qui donne a=o^ 39664; 
ainsi l'expression de ces heures est 

0^39664 -h oJ, 027052./'. 

Pour en conclure la constante T du numéro précédent, nous obser 
verons que, quand la marée s'éloigne de 1^027052 de la syzygi' 
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son heure augmente de 0^027062; or, dans les syzygies de la Table 
précédente, l'heure de la syzygie à Brest a été, par un milieu, à 
o^ 45667 ; en supposant donc que cette heure soit o^ 4^667 — a?, 
l'heure de la marée totale sera 0^39664 -+- 0^027052.0?, et cette der- 
nière heure suivra la syzygie de 1,027052.0? — o^o6oo3 : maintenant 
T est l'heure de la marée totale correspondante au maximum, et, par 
le n® 24, cette marée suit la syzygie de 1^50724; en égalant donc à 
cette quantité la fonction 1,027052.0? — o^o6oo3, on déterminera o?, 
et l'on trouvera 

oi, 3g664 -l- o , 027062 . j: =: oJ, 43793. 

C'est la valeur de T à Brest, et ce serait dans ce port l'heure de la 
marée totale solaire, si le Soleil agissait seul sur la mer, en supposant 
cet astre mû uniformément dans le plan de l'équateur. Si l'on en re- 
tranche un quart de jour, la différence o^ 18793 serait, dans ces sup- 
positions, l'heure de la pleine mer solaire à Brest, comptée du minuit 
ou du midi vrai. 

Déterminons la valeur du coefficient de t' qui résulte de la loi de la 
pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce coefficient, 
dans les syzygies des équinoxes, est égal à 

^ucose 

"T ÎT' 

pi p^9 

l'angle u est, par le n^ 25, égal à j4i866"; en le divisant par 4. pour le 
réduire en parties du jour, il devient oJ,o354665. On peut supposer 

cose' égal à iZ-S!» q' étant, par le n** 25, égal à 20,75529; on a d'ail- 
leurs, dans les syzygies des équinoxes, —3- = -> — 3^ mais il faut dimi- 

nuer cette valeur d'un trentième, parce que, dans l'équation ^ =0 

du n® 21, les expressions de — et de -rj sont multipliées respective- 
ment par 71 — m et 71 — m\ mt et rrit étant les mouvements du Soleil 

37. 
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et de la Lune; m! —m est un trentième à peu près de /i — m; on trou- 
vera ainsi 0^024679 pour le coefficient de t' dans les syzygies des 
équinoxes, qui résulte de la théorie. 

Dans les syzygies des solstices, ce coefficient est, par le numéro 
précédent, égal à 



L' 



(L V\ 
\r3 "^ r'^J 



L' 

cost; 



Nous pouvons supposer cosr'= \/-^» ce qui donne o^o286o3 pour 

ce coefficient. En l'ajoutant au précédent, et prenant la moitié de la 
somme, on aura 0^026641 égal au coefficient de t' que donne la théo- 
rie, relativement à l'ensemble des syzygies de la Table VI, ce qui dif- 
rëre peu du résultat 0^,027062 donné par les observations. 

Pour faire coïncider les deux résultats des observations et de la théo- 

L' L 

rie, il faudrait augmenter un peu le rapport de -tj à — > ce qui fournit 

un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais on déterminera cet 
élément important avec exactitude, en employant les différences des 
heures observées des marées, à trois jours et demi à peu près de dis- 
tance de part et d'autre du maximum des marées. Pour cela, j'ai con- 
sidéré, dans le Recueil cité d'observations, quatre-vingt-dix-huit syzy- 
gies, et j'ai ajouté les heures des pleines mers du matin et du soir du 
second jour avant la syzygie, ces heures étant comptées du minuit vrai 
pour les marées du matin, et du midi vrai pour les marées du soir; 
lorsque l'heure de la marée n'a été observée qu'une fois dans un jour, 
je l'ai doublée, ce qui m'a donné cent quatre-vingt-seize observations. 
J'ai ajouté pareillement les heures des pleines mers du matin et du 
soir du cinquième jour après la syzygie. La somme de ces heures 
a été 16^,997222 relativement au second jour avant la syzygie, et 
55^386III pour le cinquième jour après. Leur différence, divisée 
par 196, est égale à 0^195862; c'est le retard des marées dans l'in- 
tervalle de ces observations. 
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Reprenons l'équation du numéro précédent 

-7g- cos^t;'sin2(i|;'— vj;) 



tang2 ( 11/ -r-ZD — ^ - X) — ,- p 

~ cos^v-f- — - cos^t;'cos9.(iJ^'— ij^) 

Les quatre-vingt-dix-huit syzygies que j'ai considérées ayant été prises 
indistinctement vers les équinoxes et vers les solstices, on peut sup- 
poser cos'v'— cos^t?, et +' — + égal au mouvement synodique de la 
Lune, depuis l'instant de la plus grande marée; or cet instant est 
tombé, à fort peu près, au milieu de l'intervalle compris entre les 
observations; on peut donc supposer 2{y — ^) égal au mouvement 
synodique de la Lune pendant cet intervalle. De plus, l'heure de la 
plus grande marée est déterminée par l'équation nt-i-is — ^ — \ — o; 
2{nt-i't3 — ^ — 'k) est donc le retard de la marée dans l'intervalle 
compris entre les observations, ce retard étant évalué en parties du 
quart de cercle, à raison de la circonférence entière pour un jour. En 
le nommant [l après l'avoir ainsi évalué, on aura 

V 

r'3 tang/ui 



L sin2(^J;'--Mj;) — iangfxcos2(4''— ^) 

Les observations précédentes donnent [à -~=- 78344^''; mais, parmi les 
observations qui précèdent la syzygie, cent douze se rapportent au 
soir, et, parmi celles qui suivent la syzygie, cent seulement se rap- 
portent au soir; d'où il est aisé de conclure que l'intervalle moyen 
des observations a été de 7J, 1 65^49- E)n supposant cet intervalle éga- 
lement partagé par l'instant du maximum de la pleine mer, et en 
ayant égard à l'argument de la variation, on trouve 983284'' pour le 
mouvement synodique de la Lune dans cet intervalle; c'est la valeur 
de ft(<|/— ^); on aura, cela posé, 

^, r.-3,o53.^-j. 
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Cette valeur se rapporte à la moyenne distance de la Lune à la Terre, 
parce que l'inégalité de la variation est nulle, à fort peu près, aux 
limites de l'intervalle compris entre ces observations; mais il faut, 
comme on l'a vu, l'augmenter d'un trentième, ce qui donne 

valeur très-approchante de 3. Les observations des hauteurs et des 
intervalles des marées concourent donc à faire voir qu'à Brest l'effet 
de l'action de la Lune sur les marées est, à très-peu près, triple de 
celui du Soleil. 

36. Considérons séparément les syzygies des équinoxes et celles des 
solstices de la Table YL En y appliquant la méthode du numéro précé- 
dent, on trouvera 

oi, 39680 -h oJ, o255o3 . /' 

pour l'expression des heures des marées totales dans les syzygies des 

équinoxes, et 

oJ, 39648 -+- oJ, 028600 . /' 

pour cette expression dans les syzygies des solstices. 

L'heure moyenne de la syzygie à Brest a été o^ 5i6i2 dans les pre- 
mières syzygies, et o^ 39722 dans les dernières, d'où l'on tire T égal 
k o^ 437^^5 par les observations des syzygies des équinoxes, et T égal 
à o^ 43341 par les observations des syzygies des solstices; la différence 
de ces valeurs à celle-ci 0^4^793, que l'ensemble des observations 
syzygies nous a donnée dans le numéro précédent, est dans les limites 
des erreurs des observations. 

Il résulte des expressions précédentes que le coefficient de ^' ou, ce 
qui revient au même, le retard de la marée d'un jour à l'autre, vers 
les syzygies, est plus petit dans les équinoxes que dans les solstices. 
Ce résultat des observations est conforme à la théorie, qui nous a 
donné, dans le numéro précédent, 0^024679 et o^o286o3 pour ces 
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coefficients, qui diffèrent peu des coefficients o^o255o3 et 0^028600, 
déterminés par les observations. 

37. Le retard des marées d'un jour à l'autre varie trfes-sensiblement 
avec les distances de la Lune à la Terre. Pour comparer sur ce point 
la théorie aux observations, j'ai ajouté, dans les marées périgées de 
la Table III, les heures des pleines mers du matin et du soir du jour 
même de la syzygie, ces heures étant comptées du minuit vrai pour 
celles du matin, et du midi vrai pour celles du soir. Leur somme est 
3^47^389. J'ai ajouté de la même manière les heures des pleines mers 
du matin et du soir du troisième jour après la syzygie, et j'ai trouvé 
5^719444 pour leur somme. La différence 2^243o55, divisée par 72, 
donne o^o3ii54 pour le retard des marées d'un jour à l'autre. 

Dans les marées apogées de la même Table, la somme des heures 
des pleines mers du jour de la syzygie est 3^ 64236 1, et la somme 
des heures des pleines mers du troisième jour après la syzygie est 
5^229514. La différence 1^587153, divisée par 72, donne 0^,022044 
pour le retard des marées d'un jour à l'autre. On voit ainsi que ce 
retard est moindre dans l'apogée que dans le périgée de la Lune, et, 
en comparant les résultats précédents aux demi-diamètres de la Lune 
dans les observations de la Table III, on trouve qu'à une minute de 
variation dans ce demi-diamètre répondent 258 secondes de variation 
dans le retard des pleines mers d'un jour à l'autre. 

Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations de la 
Table III ayant été prises indistinctement vers les équinoxes et vers les 
solstices, on peut y supposer <];'— | égal au mouvement synodique de 
la Lune dans les syzygies, et cos^t?'= cos^r. Dans ce cas, le retard des 
marées d*un jour à l'autre vers les syzygies est, par le n® 34, égal à 

L' 



L L' 



mais u est plus considérable dans le périgée que dans l'apogée de 
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la Lune : on a à fort peu près, dans ces deux points de l'orbite, 
r'^u = r'^u , r\ et u^ se rapportant à la moyenne distance syzygie de 
la Lune; l'expression précédente devient ainsi 



L' 



r;» \r'l ^ r» 

On a vu précédemment que -7^ = -t — -\ mais cette valeur doit être 

L' L 

diminuée ici d'un trentième, ce qui donne -jj ™ 2,9735 •—; j'ai trouvé 
d'ailleurs, dans les syzygies périgées de la Table III, -} — 1,06067, et 

dans les syzygies apogées -r = 0,93943; enfin on a, en réduisant u, en 

temps, à raison de la circonférence pour un jour, u^ = o^ o354665 ; 
cela posé, la formule précédente donne o^o3ii25 pour le retard 
journalier des marées syzygies périgées de la Table III, et 0^022272 
pour le retard journalier des marées syzygies apogées, ce qui difTëre 
très-peu des retards observés, oJ,o3ii54 et 0^022044* 

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures. 
38. Si, dans l'équation 

lang2{/i/-f-Bj — ij; -— A) — -j p 



— , 



~ COS^V-h -7j C0S«t;'C0S2(v|;'— vj/) 

on change y dans 100® -h ^' ou dans 3oo®-h<^', suivant que la Lune 
est vers son premier ou vers son dernier quartier, et si l'on considère 
d'ailleurs que, ^' — ^ étant peu considérable vers ces points, on peut 
négliger sa troisième puissance, on aura 

nt f w - ^ — l-^ yj L ' 

-7^ cos^t;' r cos*t; 
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en nommant donc T l'heure vraie du minimum de la marée totale, 
l'heure vraie d'une marée voisine de la quadrature sera 



L' 

r'3 


-cos^v' 


.(f- 


-■+) 


L' 

r'3 


cos^v' 


L 


cos^t; 



les angles ^ et y étant comptés de la quadrature. 

t];'cosv' est le mouvement de la Lune dans son orbite vers les qua- 
dratures des équinoxes; soit F ce mouvement pendant l'intervalle de 
deux marées consécutives du matin ou du soir vers les quadratures, 
intervalle que nous prendrons ici pour unité; soit / le nombre de ces 
intervalles depuis le minimum de la marée totale jusqu'à celle que 
l'on considère; on aura ^'cosv'—T't. En nommant T le mouvement 
du Soleil pendant l'intervalle pris pour unité, on aura ^ — T/cose; 
l'heure vraie de la marée totale sera donc, vers les quadratures des 
équinoxes, 

-7- cos=*i; ; — r cose / 

^ r'« Vcosî; / 
T-i ^- -__ -... 

-tV cos^v' COS* V 

Dans les quadratures des solstices, on a ^'^p'/cose', |~ 
l'heure de la marée totale est donc alors 



^ cos^v' (r cosz' -~ --] 
r^ \ cosv I 

L' 7~. L ;; 



cost; ' 



f 3 ^3 

Comparons ces résultats aux observations. 

39. Pour cela, j'ai déterminé les heures des marées totales de la 
Table IV correspondantes aux n®* 0, 1, 2 et 3, en prenant le milieu 
entre les heures des deux pleines mers qui se rapportent au même 

OF.uvres de L. — II. 38 
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numéro, ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. J'ai 
trouvé les résultats suivants : 

TABLE VIL 

Quadratures des équinoxes. 

Numéros Heures, en temps vnû, 

des de la 

marées totales. marée totale à Brest. 

o,6o566 

1 o,66i25 

2 0,724" 

3 0,77815 

Quadratures des solstices, 

o!6i863 

1 o,663ii 

2 0,70933 

3 0,75856 

Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant une 
moyenne entre les heures des marées totales de cette Table, correspon- 
dantes au même numéro dans les quadratures des équinoxes et dans 
celles des solstices, on aura 0^,6121 5, 0^,66218, 0^,71672, 0^76836 
pour les heures vraies des marées totales correspondantes aux n^ 0, 1, 
2, 3. En appliquant ici la méthode du n^ 35, on trouvera, pour l'ex- 
pression de ces heures, 

oJ,6i 175 -h oJ, 052067./', 

/' étant le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de l'instant 
de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en conclure la con- 
stante T des formules du numéro précédent, nous observerons que, 
quand la marée s'éloigne de 1^052067 de la quadrature, son heure 
augmente de o^ 052067; or, dans les quadratures de la Table Vil, 
l'heure de la quadrature à Brest a été, par un milieu, à 0^,^0826; en 
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supposant donc que cette heure soit 0^46828 — x^ l'heure de la marée 
totale sera o^6i 175 -f- 0,052067.0?, et cette dernière heure suivra la 
quadrature de 1,052067.0:-+- 0^,14347. Maintenant T est Theure de 
la marée totale correspondante au minimum, et, par le n^ 24, cette 
heure suit la quadrature de 1^50724; en égalant donc à cette quan- 
tité la fonction 1^052067.0:-+- o^ 14347, on déterminera a?, et l'on 
trouvera 

oJ,6i 175 -h oJ, 052067. a: ^^ 0^,67924. 

C'est rheure du minimum de la marée totale à Brest dans les quadra- 
tures. Cette heure doit surpasser d'un quart de jour l'heure du maxi- 
mum de la marée totale, que nous avons trouvée, dans le n^ 35, égale à 
0^43793. Cependant la différence de ces heures n'est que de o^24i3i, 
plus petite d'environ 8 j minutes qu'un quart de jour. Cela parait indi- 
quer une anticipation dans l'heure de la pleine mer à Brest, à mesure 
qu'elle est plus petite; nous avons déjà observé un effet analogue dans 
la hauteur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau de la 
mer, déterminée par les marées syzygies et par les marées quadratures. 
Ce sont vraisemblablement de légers écarts de la supposition dont nous 
sommes partis, savoir que les deux flux partiels, solaire et lunaire, se 
superposent l'un à l'autre comme ils se seraient disposés séparément 
sur la surface du niveau de la mer, ce qui n'a lieu que dans le cas des 
ondulations infiniment petites. 

Déterminons la valeur du coefficient de /' qui résulte de la loi de la 
pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce coefficient, dans 
les quadratures des équinoxes, est égal à 



r 



J (Y ^ 

TT cos^t;' 7 — r cose 

3 Vcost; 

-,— cos^t; r cos^t; 

On peut supposer cos^v'= ~P ^^ P^^ '^ ^^ 31, p — 20,69652. On a 
pareillement cos^t? == ^^p et, par le même numéro, p = 23,68841; de 

plus, -^ —. -p- — dans les quadratures, et cette valeur doit être dimi- 

38. 
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nuée d'un trentième; F est le moyen mouvement de la Lune vers les 
quadratures, dans l'intervalle de deux marées d'un jour à l'autre vers 
les quadratures des équinoxes, intervalle égal à i^o575o, et ce mou* 
vement doit être diminué à raison de l'argument de la variation; T est 
le moyen mouvement correspondant du Soleil; enfin on peut supposer 
cos'e = -^q et, par le n® 31, q — 20,47926. On trouvera, cela posé, 
QJ, 064^5 pour le coefficient de t' donné par la théorie, dans les qua- 
dratures des équinoxes. 
Dans les quadratures des solstices, le coefficient de t est égal à 



r 



V cos^v' (v cosz' ^\ 

•_ V cost;/ 

._ cos^t; - ~ cos^t; 

Ici cos^v'=^y', et y'— 23,754^13; cos^t; — J^y, et y— 30,47926. 
r et r sont les mouvements du Soleil et de la Lune, dans l'intervalle 
de deux marées d'un jour à l'autre vers les quadratures des solstices, 
intervalle de i^ 046644^ le mouvement de la Lune devant être diminué 

a raison de l'argument de la variation; de plus, -77 — "T^"^'^ mais, 

comme il y a dix-huit quadratures d'été et six quadratures d'hiver 

L 

dans les observations de la Table YII, la valeur de — doit être dimi- 

L' 

nuée d'un quarantième; enfin, il faut diminuer d'un trentième -7^; 

on trouvera, cela posé, o^ 04528 pour le coefficient de t donné par la 
théorie, dans les quadratures des solstices. En réunissant les deux 
coefficients relatifs aux équinoxes et aux solstices, la moitié 0^05476 
de leur somme sera le coefficient de t dans toutes les observations de 
la Table VII. Ce coefficient est, suivant les observations, 0^062067; 
la différence est dans les limites des erreurs des observations et des 
éléments employés dans le calcul. 

Considérons séparément les observations des quadratures des équi- 
noxes et celles des quadratures des solstices de la Table VU. En y ap- 
pliquant la méthode précédente, on trouvera, pour l'heure des marées 
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totales vers les quadratures des équinoxes, 

oJ,6o6o5 -r- oJ, 057493./', 

et pour rheure des marées totales vers les quadratures des solstices, 

oJ,6i744-i-oJ, 046643./'. 

L'heure moyenne de la quadrature à Brest a été oJ,444i8 dans les 
premières quadratures, et 0^49^29 dans les secondes, d'où Ton tire 
T égal à 0^67919 par les observations des quadratures des équinoxes, 
et T égal à 0^67905 par les observations des quadratures des solstices. 
La différence de ces valeurs à celle-ci 0^67924, donnée par l'ensemble 
des équinoxes et des solstices, est dans les limites des erreurs des ob- 
servations. 

Il résulte des expressions précédentes que les coefficients de /' ou, 
ce qui revient au même, les retards de la marée d'un jour à l'autre 
vers les quadratures sont plus grands dans les équinoxes que dans les 
solstices. Ce résultat des observations est conforme à la théorie qui 
nous a donné 0^0642.5 et 0^,04528, qui différent peu des coefficients 
0^,057493 et 0^,046643, déterminés par les observations. La différence 
serait plus petite encore, si l'on avait égard aux troisièmes puissances 
de ^'— ^, que nous avons négligées, et qui deviennent sensibles, sur- 
tout vers les quadratures des équinoxes. 

40. Le retard des marées d'un jour à l'autre, vers les quadratures, 
augmente dans les marées périgées, et diminue dans les marées apo- 
gées; mais ce phénomène, dû à la variation de la distance lunaire, est 
moindre dans les marées quadratures que dans les marées syzygies. 
Pour comparer sur ce point la théorie aux observations, j'ai ajouté, 
dans onze quadratures dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune 
était au-dessous de 28 minutes, les retards des marées, tant du matin 
que du soir, du jour même de la quadrature jusqu'aux troisièmes 
marées correspondantes qui les suivent, et j'ai trouvé 3^26667 pour 
la somme de ces retards. J'ai ajouté pareillement, dans les onze qua- 
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dratures correspondantes dans lesquelles le demi-diamëtre de la Lune 
surpassait 29^ minutes, les retards des marées tant du matin que du 
soir, depuis le jour même de la quadrature jusqu'aux troisièmes ma- 
rées correspondantes qui les suivent, et j'ai trouvé 3^393o6 pour la 
somme de ces retards. La somme des demi-diamètres lunaires était de 
3o322 secondes dans les onze premières quadratures, et de 3^738 se- 
condes dans les onze dernières; ainsi 25o6 secondes d'accroissement 
dans la somme de ces demi-diamètres ont produit 0^12639 d'accroisse- 
ment dans la somme de ces retards, d*où il résulte qu'une minute d'ac- 
croissement *dans le demi-diamètre de la Lune produit 84 secondes 
d'accroissement dans le retard des marées d'un jour à l'autre vers les 
quadratures, accroissement qui est à très-peu près le tiers de celui qui 
correspond à la même variation du demi-diamètre lunaire dans les sy- 
zygies, et qui, par le n® 37, est de ^58 secondes. 

Par le numéro cité, le retard des marées d'un jour à l'autre vers les 
syzygies est 



r;^ \r') "^ r^ 



en supposant r'= r[ — S/', l'accroissement du retard des marées, cor- 
respondant à la diminution — Sr', sera 



/^ 5L 
r[ L L ' 



/ 



r;» r» 



R étant le retard moyen des marées d'un jour à l'autre vers les syzy 
gies. On trouvera de la même manière, par le n® 37, 



5L 



dr-" 


\-PJ 


r*) 


r: 


L 


L 



pour l'accroissement du retard des marées correspondant à —8/' 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 303 

dans les quadratures, R' étant alors le retard moyen des marées d'un 
jour à l'autre. Maintenant on peut supposer, sans erreur sensible, 

L' 3L j . i , I .^ . iiR ôr' , R' ôr' 

-7T = — r dans ces expressions, ce qui les réduit a -7 ,- et r; 

mais on a, par ce qui précède, R = ayoS", R'— 5207"; ainsi, le pre- 
mier retard étant supposé de 258 secondes, le second sera de 90; les 
observations donnent 84 secondes; la théorie sur ce point est donc 
d'accord avec elles. 

41. Nous pouvons maintenant réduire en nombres l'expression de 
la hauteur aj de la mer, à un instant quelconque, au-dessus de sa sur- 
face d'équilibre, expression que nous avons donnée dans le n^ 20. On 
a vu précédemment que les termes de cette expression, multipliés 
par B et par Q, sont insensibles à Brest. On peut d'ailleurs, vu la peti- 
tesse de A, supposer sans erreur sensible, dans le terme qu'il multi- 
plie, y z=\. La constante \ est l'intervalle dont la marée solaire suit, 
à Brest, le passage du Soleil au méridien, cet intervalle étant réduit 
en degrés, à raison de 4oo degrés pour un jour; or l'ensemble des 
observations des marées syzygies nous a donné pour cet intervalle 
0^18793, et l'ensemble des observations des marées quadratures 
donne pour le même intervalle 0^17924 : le milieu entre ces deux 
résultats est oJ,i8358; en le réduisant en degrés, on aura 73*^,432; 
c'est la valeur que nous assignerons à 1. Cela posé, l'expression de ay 
sera, pour Brest, 

XX -^ - o'",o2t745.[/3(i — Ssin^v) -4-3/'3(i - Ssin^^v')] 

r i^sïnvcosvcosiv — iS^ASol) 1 

' ' '^*L-^3/'3sinî;'cost;'cos(;^-4-^J;-^J;'-73%432;J 

r |3 cos'^ V cos 2 ( z^ — 73°, 432 ) "1 

' ' ■ Lh- 3i'3 cos2t;'cos2(;^ -4- ^ — ^'- 73",43?0 J 

Dans cette formule : 1° u est l'angle horaire du Soleil, c'est-à-dire 
l'angle qu'il a décrit par son mouvement diurne, depuis son passage 
au méridien de Brest jusqu'à l'instant pour lequel on calcule; 2^ v et t/ 
sont les déclinaisons du Soleil et de la Lune, les déclinaisons boréales 
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étant supposées positives, et les déclinaisons australes négatives ; 3^ ^ 
et ^' sont les ascensions droites du Soleil et de la Lune; 4^ i est le 
rapport de la moyenne distance du Soleil à sa distance actuelle» et i' 
est la parallaxe actuelle de la Lune, divisée par la constante de cette 
parallaxe; 5^ enfin, les quantités r, v\ ^, ^\ i et i' se rapportent à un 
instant qui précède de 1^,60724 celui que l'on considère. 

Les différentes causes qui modifient les oscillations de la mer sur nos 
côtes, et probablement aussi Terreur de l'hypothèse des oscillations 
infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent un peu la for- 
mule précédente des observations; ainsi, l'instant de la basse mer, 
déterminé par cette formule, diffère de quelques minutes de l'instant 
observé, parce que la mer, à Brest, emploie un peu moins de temps à 
monter qu'à descendre. On a vu encore que, par les mêmes causes, le 
niveau de la mer est un peu plus élevé dans les syzygies que dans les 
quadratures; elles paraissent encore retarder les marées à raison de 
leur grandeur : malgré ces légers écarts, on pourra employer la for- 
mule précédente dans le calcul des marées, que les vents peuvent alté- 
rer d'une quantité beaucoup plus sensible. 

Cette formule offre un moyen simple de déterminer les plus grandes 
marées qui doivent suivre chaque syzygie. La connaissance de ces phé- 
nomènes intéresse les travaux et les mouvements des ports; elle est 
encore utile pour prévenir les accidents qui peuvent résulter des inon- 
dations produites par les grandes marées; il importe donc qu'ils soient 
déterminés d'avance; on y parviendra de cette manière. La plus grande 
marée suit, comme on l'a vu, d'environ un jour et demi l'instant de la 
pleine ou de la nouvelle Lune, et lorsqu'elle a lieu, les angles u— 73^,432 
et 'j -f- 1— i/— 73*^,432 sont nuls ou égaux à deux angles droits; on a 
donc alors 

a/— — o", 02745. [i'(i — 3sin^v) -h 3r'(i-- Ssin^v')] 
-h o'",o7i79.(±:i=* sinvcosvii: ST' sinv'cosi;') 
^- o",78ii2.(|3cos2v -h Sr^cos^i;'). 

On peut, dans cette expression, négliger les deux premiers termes, qui 
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sont très-petits par rapport au dernier, et qui d'ailleurs n'ont d'influence 
sensible que vers les solstices, oii les marées sont déjà sensiblement 
affaiblies par les déclinaisons des astres. Alors on a 

Dans les syzygies des équinoxes, i = i à fort peu près; v et v' sont nuls, 
et la valeur moyenne de i'' est |J; en prenant donc pour unité la valeur 
moyenne de ay vers les syzygies des équinoxes, sa valeur pour une 
syzygie quelconque sera 

ax = T9i(i^ cos^t; -h 3/'» cos^v'). 

Ainsi l'on aura, par cette formule très-simple, la hauteur de la plus 
grande marée qui suit d'un jour ou deux chaque nouvelle ou pleine 
Lune, les quantités i, T, v et t?' se rapportant au moment de la syzygie. 
Cette formule déterminera encore le plus grand abaissement de la ma- 
rée au-dessous de la surface d'équilibre; car il résulte de l'expression 
générale de aj que la mer s'abaisse à peu près autant au-dessous de 
cette surface dans la basse mer qu'elle s'élève au-dessus dans la haute 
mer qui lui correspond. Quant à la marée prise pour unité, on la dé- 
terminera par un grand nombre de différences de la haute à la basse 
mer, observées un jour ou deux après les syzygies voisines de l'équi- 
noxe; la moitié de la valeur moyenne de ces différences sera à très- 
peu près la marée prise pour unité. 

42. Il nous reste, pour compléter cette théorie, à déterminer, par 
une formule simple et facile à réduire en table, l'heure de la pleine 
mer. Reprenons l'équation du n*' 21, 

— cos^ t; sin 2 ( ^J; — ^' ) 
tang2(n/ ~\- hj — 4*' "~ ^) — Y' 



-,— cos^v'-f- ~cos2t;cos2(iJ^ — ^') 

Cette équation renferme les sept variables r, r', t?, v\ nt, ^ et ^'; ainsi, 
sous cette forme, il serait difficile de la réduire en table. Mais on peut 
la simplifier par la considération du peu de différence qui existe entre 

OEu¥res de L. — II. Sg 



306 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

les diamètres apparents du Soleil et de la Lune. Soient H et H' les demi- 
diamètres apparents de ces astres dans leurs moyennes distances à la 

Terre, où nous avons établi -7- = -— -; soient h et h' leurs demi-dia- 

mètres actuels : on aura, en observant que, dans la formule précédente, 

-7Y doit être diminué d'environ un trentième, ou plus exactement dans 

le rapport de 2,89841 à 3, 

( — j cos^t;sin2(iJ; — ^') 



lang2(ii/-i- cj — ^'— X) 



/ A' \^ l h \* 

1,89841 -(çp) cos^v'h- ( gjcos*t;cos2(v|; — ^') 



Pour faire usage de cette équation, on formera d'abord une table des 
valeurs de la fonction 

3,89841 ^' ^^^^ ^^' 

correspondantes à tous les degrés, depuis v~o jusqu'à v = Sa®. On 
corrigera les demi -diamètres h et h du Soleil et de la Lune donnés 
par les éphémérides, en en retranchant les quantités qui, dans cette 
Table, répondent aux déclinaisons de ces astres. On aura ainsi, à fort 
peu près, 

nt H- m - ^'- X rr-. larcung y. , ---^-: , 

2189841. (g-,j -^{jfj C0S2(q;-4/') 

h et h étant ici les demi-diamètres du Soleil et de la Lune, corrigés par 
ce qui précède. Par ce moyen, les déclinaisons du Soleil et de la Lune 
disparaissent de l'expression de nt-\-xs — i/— \, A la rigueur, il fau- 
drait retrancher du demi-diamètre du Soleil la quantité A(i — y'^os^t;); 
mais cette quantité étant fort petite, et la valeur de h différant peu de 

■~' 3 iî'sï ' ^^ P^^^ y substituer pour h cette dernière quantité. 

I^ même remarque s'applique à la correction du demi-diamètre de la 
Lune; et, comme l'influence de cet astre sur l'heure des marées est à 
celledu Soleil dans le rapport de 2,89841 à l'unité, les derai-diamëtres 
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H' et H entrent suivant ce rapport dans la fonction ^^- ^o' > — - — 

^^ 3,89841 

Si Ton considère ensuite que la différence de -r^ à „, ~ est 

i — —-Tur—' — -^ et qu'elle peut être négligée, vu la petitesse des deux 
facteurs H — A et A'— A, on aura 

nt-i-jD-^'-l^ iarclang /u . a^ a xIT^ 



,89841. (--''" Ir--)'^ coss^lf- ^) 



On peut facilement réduire en table cette expression de /i/h-ct — ^'— >., 
et en convertissant les angles en temps, à raison de la circonférence 
entière pour un jour, on aura la loi des retards des marées sur l'in- 
stant du passage de la Lune au méridien supérieur ou inférieur, instant 
déterminé par la condition de /iz-hcr — |'— o, ou nt-hn — Y=^ 200^. 
Mais, pour se servir de cette Table, il faut connaître dans chaque port 
le temps dont le maximum de la marée suit la syzygie. On a vu qu'à 
Brest ce temps est de I^ 50724, et, suivant les observations, il est à 
peu près le même dans tous nos ports de l'Océan, en sorte que les 
valeurs de /i/ h- u ~ |'— \ correspondent aux valeurs de ^ — ^' qui 
précèdent de I^ 50724 l'instant pour lequel on calcule. Il faut, de 
plus, connaître la constante "k : cette constante, réduite en temps, est 
l'heure de la pleine mer qui suit la syzygie de i^ 50724 ; on pourra 
ainsi la déterminer par un grand nombre d'observations de l'heure de 
la pleine mer du second jour après la syzygie. 

43. Rappelons en peu de mots les principaux phénomènes des ma- 
rées et leurs rapports avec la loi de la pesanteur universelle. Nous 
avons principalement considéré ces phénomènes vers leurs maxima et 
vers leurs minima, et nous les avons partagés en deux classes, l'une 
relative aux hauteurs des marées, l'autre relative aux heures des ma- 
rées et à leurs intervalles : examinons séparément ces deux classes de 
phénomènes. 

Les hauteurs des marées dans chaque port, à leur maximum vers les 

syzygies et à leur minimum vers les quadratures, sont les données de 

39. 
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Tobservation qui peuvent le mieux faire connaître le rapport des ac- 
tions du Soleil et de la Lune sur les marées, et au moyen de ce rapport 
les divers phénomènes des marées qui résultent de la théorie de la 
pesanteur universelle. L'un de ces phénomènes, très-propre à vérifier 
cette théorie, est la loi de diminution des marées en partant du maxi- 
mum, et la loi de leur accroissement en partant du minimum. On a vu, 
dans les n^ 25 et 31, que la théorie de la pesanteur s'accord^e parfai- 
tement sur ce point avec les observations. 

Ces lois de diminution et d'accroissement des marées varient avec les 
déclinaisons du Soleil et de la Lune : on a vu, dans le n^ 26, que leur 
diminution vers les syzygies des équinoxes est à la diminution corres- 
pondante vers les syzygies des solstices dans le rapport de i3 à 8, et que 
ce résultat est conforme à la théorie de la pesanteur. Pareillement on 
a vu, dans le n'' 32, que l'accroissement des marées, en partant de leur 
minimum vers les quadratures des équinoxes, est à l'accroissement 
correspondant vers les quadratures des solstices comme 2 est à i, et 
que la théorie de la pesanteur donne à fort peu près le même rapport. 

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans leur maxi- 
mum, vers les syzygies des équinoxes, est à leur hauteur correspon- 
dante, vers les syzygies des solstices, à peu près comme le carré du 
ravon est au carré du cosinus de la déclinaison des astres vers les sol- 
stices, et l'on a vu, dans le n^ 26, que cela diffère peu du résultat des 
observations. Par la même théorie, l'excès de la hauteur des marées 
totales dans leur minimum vers les quadratures des solstices, sur leur 
hauteur correspondante vers les quadratures des équinoxes, est le même 
que l'excès de la hauteur des marées totales dans leur maximum vers 
les syzygies des équinoxes sur leur hauteur correspondante vers les 
syzygies des solstices, et l'on voit, par les n^ 26 et 32, que cela est 
exactement conforme aux observations. 

L'influence de la Lune sur les marées croit, par le principe de la 
pesanteur, comme le cube de sa parallaxe, et, par le n^ 28, cela est 
tellement d'accord avec les observations que l'on eût pu en conclure 
exactement la loi de cette influence. 
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Les phénomènes des intervalles des marées ne s'accordent pas moins 
avec la théorie que ceux de leurs hauteurs. Suivant cette théorie, le 
retard des marées d'un jour à l'autre est environ deux fois moindre à 
leur maximum vers les syzygies qu'à leur minimum vers les quadra- 
tures; il est de 27 minutes à peu près dans le premier cas, et de 
55 minutes dans le second. On a vu, dans les n^ 35 et 39, que les 
observations s'éloignent fort peu de ces résultats de la théorie. 

Le retard des marées varie avec les déclinaisons des astres; il doit 
être plus grand vers les syzygies des solstices que vers celles des équi- 
noxes, dans le rapport de 8 à 7 ; vers les quadratures des équinoxes, 
il doit être plus grand que vers celles des solstices, dans le rapport 
de i3 à 9. On a vu, dans les n^ 36 et 39, que les observations donnent 
à peu près ces mêmes rapports. 

Les distances de la Lune à la Terre influent sur le retard des marées. 
Suivant la théorie, i minute d'accroissement dans le demi-diamètre de 
la Lune donne 25 1 secondes d'accroissement dans ce retard vers les 
syzygies, et 90 secondes seulement vers les quadratures, et l'on a vu, 
dans les n**' 37 et 40, que cela est d'accord avec les observations qui 
confirment ainsi, sous tous les rapports, la loi de la pesanteur uni- 
verselle. 

J'ai insisté sur le flux et le reflux de la mer, parce qu'il est, de tous 
les résultats des attractions célestes, le plus près de nous, et que nous 
pouvons à chaque instant en reconnaître les lois. J'espère que la théo- 
rie que je viens de présenter de ses phénomènes déterminera les obser- 
vateurs à les suivre dans les ports favorables à ce genre d'observations, 
tels que celui de Brest. Des observations exactes et continuées pendant 
une période du mouvement des nœuds de la Lune fixeront avec pré- 
cision les éléments de la théorie du flux et du reflux de la mer, et 
peut-être feront connaître les petits flux partiels dépendants de la 
quatrième puissance inverse de la distance de la Lune à la Terre, phé- 
nomènes enveloppés jusqu'ici dans les erreurs des observations. 
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CHAPITRE V. 



DES OSCILLATIONS DE l' ATMOSPHÈRE. 



44. Dans Timpossibilité de soumettre à FAnalyse les mouvements 
de l'atmosphère dus aux variations de la chaleur du Soleil et à toutes 
les circonstances qui modifient ces mouvements, nous nous bornerons 
à considérer les oscillations dépendantes des attractions du Soleil et 
de la Lune, en supposant à Tatmosphëre une température uniforme 
et une densité variable, proportionnelle dans chaque point à la force 
comprimante. En partant de ces hypothèses, nous sommes parvenus, 
dans le n^ 37 du Livre I, dont je conserverai ici toutes les dénomina- 
tions, aux deux équations suivantes 

• "" \dë "^dcj "^ s"in6' /' 

Si Ton suppose à la mer une profondeur constante égale k /', et si Ton 
fait abstraction de sa densité, comme nous Tavons fait dans les n^ 10 
et suivants, on aura, par le n^ 36 du Livre I, 

|.a39/.^^^_ansin^cosô~JWrî»4w(^^^ 






. v,^ di' ucosd 



la valeur de V étant la même ici que dans les équations précédentes. 
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En faisant donc 

les quatre équations précédentes donneront celles-ci 

(d^u" dv'^\ { ^^v" du"\ 

^ "' ~ [ôO "'" dm "^ sfnô 

Ces deux équations sont évidemment celles des oscillations de la mer, 
en lui supposant la profondeur /, et dans ce cas on peut déterminer la 

valeur de y\ ainsi que celle de y, par le Chapitre I de ce Livre; on 
aura donc ainsi la valeur de j' par l'analyse exposée dans ce Chapitre. 
Nous avons observé» dans le n^ 37 du Livre I, que, k étant la bau* 
teur du baromètre dans Tétat d'équilibre, ses oscillations sont repré- 
sentées par la formule ~-i^ "*"^, et par conséquent par celle-ci 

Il est facile de voir, par le n*^ 37 du Livre I, que / est le rapport de la 
hauteur de l'atmosphère au rayon terrestre, en supposant la densité de 
Fair et sa température partout les mêmes; or on trouve par l'expérience 
qu*à la température de la glace fondante la densité du mercure est à 
celle de Tair à peu près dans le rapport de io32o à l'unité, et comrae 
la hauteur moyenne du baromètre est d'environ 0^,76, il en résulte que 

/— 17— • A des températures plus élevées, la valeur de / augmente. Pour 
avoir une idée des oscillations du baromètre, nous supposerons la tem- 
pérature telle que /^^ - — g? ce qui est une des profondeurs de la mer 

pour lesquelles nous avons déterminé, dans le n® 11, la valeur de aj, 
qui sera dans ce cas celle de oLy"; nous supposerons, de plus, /'= 2/, 
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ce qui est encore une des profondeurs de la mer que nous avons con- 
sidérées; la valeur de aj sera celle qui est relative à cette profondeur. 
En substituant donc pour /, /' ces valeurs, et pour ay et (ty" les quan- 
tités que nous avons trouvées dans le n^ 11, en considérant ensuite que 
X* = o°*, 76, et que le rayon terrestre est égal à 63662oo mètres, on 
aura, pour déterminer les oscillations du baromètre, 

- — p-'— = — (2j— j*) =0", 0000 10623 • ^ (sin'v — ^cos*v -h^sm*v — ^^C09*v) 



/l 



1,0000 

— 4 76952. s 

— 2,9842.8 
o", 0000 10623* < 

— 0,6922.8 

—0,0899.8 

— 0,0076.8 



n*ô 1 . ^ ( COS'V C0S2(/ï/-l-a — + ) 



1 



n'ô [ f -l-eC03*v'C0S2(/l/-ha— ■>!»') 



Si Ton suppose le Soleil et la Lune en conjonction ou en opposition 
dans le plan de Téquateur, et dans leurs moyennes distances, où e = 3 
à fort peu près, on aura à l'équateur o™,ooo63o5 pour la diOerence 
de la plus grande élévation à la plus grande dépression du mercure 
dans le baromètre. Cette quantité, quoique très-petite, peut être déter- 
minée par une longue suite d'observations barométriques faites entre 
les tropiques, où les variations du baromètre sont peu considérables : 
ce phénomène est digne de l'attention des observateurs. 

L'action du Soleil et de la Lune excite un vent correspondant au flux 
et au reflux de la mer; déterminons la force de ce vent à l'équateur, 
dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous reprendrons la pre- 
mière équation de ce numéro, et nous y ferons cosô = o; elle donnera 

^^1 — _ ^ _ _^Z ^Yl. 

oron a j'4-y = ay — j"; de plus, on a, par les n**' 4 et 11, 

ôY 
a -r — = — ag-.o™, i23i6. [cos^ t; sin 2 [ni -h oj — <j^)H- c cos^v' sin 2 [nt -i-fa — ^*)^; 
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du Soleil et de la Lune excite dans ratmosphëre peuvent modifier les 
mouvements produits par les causes diverses qui agitent un fluide aussi 
mobile, et dans lequel, à raison de cette grande mobilité, une cause 
très-légère peut être la source de changements considérables. L'obser- 
vation peut seule nous instruire à cet égard; nous observerons seule- 
ment que, si l'atmosphère recouvrait immédiatement le noyau solide 
de la Terre, les équations diflerentielles de son mouvement seraient, 
par ce qui précède, les mêmes que celles de la mer, en lui supposant 
partout une même profondeur; or on a vu, dans le n° 8, que les oscil- 
lations de la seconde espèce, les seules qui dépendent de la différence 
entre les déclinaisons boréales et australes du Soleil et de la Lune, 
disparaissent; ces oscillations disparaissent encore, ou du moins sont 
presque insensibles, lorsque l'atmosphère recouvre une mer dans la- 
quelle ces oscillations sont nulles ou très-petites, ainsi que cela a lieu 
dans nos ports; le signe de la déclinaison des deux astres n'a donc pas 
d'influence sensible sur les modifications de l'atmosphère. 



LIVRE V. 



DES MOUVEMENTS DES œRPS CÉLESTES AUTOUR DE LEURS PROPRES CENTRES 

DE GRAVITÉ. 



Les mouvements des corps célestes autour de leurs propres centres 
de gravité ont une telle liaison avec leurs figures et les oscillations des 
fluides qui les recouvrent, que nous croyons devoir en présenter l'ana- 
lyse immédiatement après les théories exposées dans les deux Livres 
précédents. Nous ne considérerons, parmi les corps du système so- 
laire, que la Terre, la Lune et les anneaux de Saturne, les seuls par 
rapport auxquels la théorie de la pesanteur puisse être comparée sous 
ce rapport aux observations; mais l'analyse suivante peut s'étendre 
généralement à tous les corps célestes. 



CHAPITRE PREMIER. 



DES MOUVEMENTS DE LA TERRE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITÉ. 



1. Rappelons ici les équations générales du mouvement d'un corps 
solide de figure quelconque, démontrées dans le Chapitre VII du 
Livre I. Si l'on conserve toutes les dénominations de ce Chapitre, les 
équations (D) du n"* 26 du Livre I se réduisent aux suivantes, en y sub- 

4o. 
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stituant, au lieu de/>', q\ r\ leurs valeurs C/?, kq et Br, 

/ , B-A ,, rfN ^ rfN' . ^ 
dp-\ — y; — ^ra/ = -jT- cosô p-sinô, 

/f^M ;^ C-B , cfNsin0-+-rfN'cosô . rfN*' 

(D ) \dq-\ -. — rpdt = -r sin 9 -4- -j- COS9, 

, A-C , cfNsinO-i-rfN'cosô rfN^ . 
dr H ,^pqdt= g COS9 g- siiKp. 

Il faut présentement déterminer les moments d'inertie A» B, C» et les 
valeurs de rfN, rfN' et dW. 

2. Considérons d'abord les moments d'inertie. Soit R le rayon mené 
du centre de gravité de la Terre à sa molécule dm\ soit \l le cosinus 
de l'angle que R forme avec l'axe de l'équateur; soit encore u l'angle 
que forme le plan qui passe par cet axe et par le rayon R, avec 
le plan qui passe par le même axe et par le premier axe principal; 

Ry^T^ (i-— (jL^)cos*tT sera la distance de la molécule au premier axe 

principal; R\/i — (i — (jl^) singer sera la distance de la molécule au 

second axe principal, et By^i — (jl^ sera sa distance au troisième axe 
principal ou à l'axe de l'équateur. Ainsi, le moment d'inertie d'un 
corps relativement à un de ses axes étant la somme des produits de 
chaque molécule du corps par le carré de sa distance à cet axe, et A, 
B, C étant, par le n^ 26 du Livre I, les moments d'inertie de la Terre, 
par rapport au premier, au second et au troisième axe principal , on 
aura 

B=r/Rarf/n[i-(i--|uiî») sin^iii], 

Cr:./R»rfm(l-/X»), 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière de la Terre. 
Maintenant, on a 

dm=^K'^dKdiidm\ 

si l'on observe ensuite que les intégrales doivent être prises depuis 
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R = o jusqu'à la valeur de R à la surface, valeur que nous désigne- 
rons par R\ on aura 

A = i//R'»rf|ULrf©[i-(i-i^a)cos»ni], 
B = i//R'«rf|uirfo[i-{i-/xa) sln^o], 
C-i//R'«rf/xrfe(i-fx^). 

Supposons R'^ développé dans une série de cette forme 

U^'^ étant une fonction rationnelle et entière de (jl, \/i — jx^sintr et 
Vi— fA^costr, assujettie à l'équation aux différences partielles 

o = r i~- H -i- ï (ï -M ) U^'). 

La fonction i — (i — (jl^) cos^ct est égale à |-4- [j—- (i — (/.*)cos*tT]; 
la constante f est comprise dans la forme U^•^ et la fonction 
^ — (i — (JL*)cos^CT est de la forme U^*^ puisqu'elle satisfait pour U<*^ 
à l'équation précédente aux différences partielles. Pareillement, 
I — (i — (iL')sin'CT est égal à | -f- [^ — (i— (jl*) singer], et le second 
terme de cette expression est de la forme U^^^ Enfin la fonction i — p.* 
est égale à | -4- (j — pi^), et la partie j— p.* est de la forme U^*^; on 
aura donc, en vertu du théorème que nous avons démontré dans le 
Livre III, n^ 12, 

A:= i//rf/xrfe|îUCO) 4- [i _ (, - 1^2) cOS»^]U(»)j, 

Les intégrales doivent être prises depuis p.= — i jusqu'à (jl-- j, et 
depuis CT — o jusqu'à zs = 27c, ce qui donne 

A :^ A7rU(o) ^.. iffViVdyidwli - (i - fi^) cos^iii], 
B =. AttUCo) + iffVCvdixdmli- (i - fx») sin'iii], 
C = i^ttUCo) ^ iffV(^)dixduj{i - fx*). 
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La fonction U^'^ est de cette forme 



H(ï — /^^) -+- H> v^i - /x-» sinro 4- H'> ^i — /x» cosgj 

-4-H*'(i— a>)slniiiH-H'^(i — l^2)cos2nj. 

La considération des axes principaux donne, par le n^ 31 du Livre III, 

H'=:0, H'^^rO, Wz^O. 

Ces trois équations renferment toutes les conditions nécessaires pour 
que les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi 

Si Ton veut que les trois moments d'inertie A, B, C soient égaux entre 
eux, on aura H = o, 11*^= o, et par conséquent U^*^ = o; cette dernière 
équation satisfait donc à la fois aux conditions des trois axes princi- 
paux et à l'égalité des trois moments d'inertie. Or on a vu, dans le 
n^ 27 du Livre I, qu'alors les moments d'inertie sont égaux par rap- 
port à tous les axes ; la sphère n'est donc pas le seul solide qui jouisse 
de cette propriété. L'analyse précédente donne l'équation générale de 
tous les solides auxquels elle appartient, équation que nous avons an- 
noncée dans le numéro cité du Livre I. On doit observer ici que ces 
résultats sont indépendants de la supposition que l'origine de R' passe 
par le centre de gravité du sphéroïde, et qu'ainsi ils ont lieu, quel 
que soit le point où l'on fixe cette origine dans son intérieur. 

La Terre étant supposée formée d'une infinité de couches variables 
du centre à la surface, le rayon R d'une de ses couches peut toujours 
être exprimé de cette manière 

a étant un très-petit coefficient constant, et Y^*\ Y^^\ . . . étant des 
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fonctions de la même nature queU^*^ U^*^ ••., c'est-à-dire qui peuvent 
satisfaire à la même équation aux différences partielles, et qui, de 
plus, peuvent renfermer a d'une manière quelconque. En négligeant 
les quantités do Tordre a^, on aura 

R5 = «5 -4- 5aa5(Yn) + Y^^) -^ Y(3^ -f- . . •); 

partant, si Ton conçoit un solide homogène d*une densité représentée 
par l'unité, et dont le rayon de la surface soit celui de la couche dont 
il s'agit, on aura, relativement à ce solide, 

A-rr ?~- 4- a//a5Y(2>rf/xrfcy[i- (i - i:x«)cos2cj], 
B z=: ?^ -4- a//a5 Y(2)rf/xrfBj[i - (i - ^a^) sin^m], 
C = ?^^a//a5Y(a)rf|^rfin(i-/x»). 

En diOerentiant ces valeurs par rapport à a, et en les multipliant en- 
suite par la densité de la couche dont le rayon est R, densité que nous 
représenterons par p, p étant une fonction quelconque de a, on aura 
les moments d'inertie de cette couche, et, pour avoir ceux de la Terre 
entière, il suffira d'intégrer les moments de la couche par rapport à a, 
depuis a = o jusqu'à la valeur de a relative à la surface de la Terre, 
valeur que nous désignerons par l'unité. On aura ainsi 

A = ?J fpd.a^ 4- «///prf(a« Y(a))rffxrf«j[i - (i - itx») cos««,], 
B = ?f /prf.aî -h ccfffpd(a^Y(^))dfidmli - ( i - fx») sin^w], 
C = ^ fpd.a^ 4- afffpd(a^Y(^^)diJLdm{i - fx>), 

la différence rf(a*Y<^^) étant uniquement relative à la variable a. 

Il résulte de l'équation (2) du n° 29 du Livre III que, si l'on nomme 
omf le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, on a, 
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par la condition de l'équilibre des fluides répandus sur la Terre, 

la valeur de Y^^^ dans le second membre de cette équation étant rela- 
tive à la surface de la Terre, et les intégrales étant prises depuis a = o 
jusqu'à a = i; on aura par conséquent 

B= ?|/prf.a5+^9/prf.a3-f- y//Y(^>rf^rfiii[i-.(i-fx«) sïn^m]fpd.a\ 
C=?f/prf.a«-^9/prf.a3-^^//Y(»)rf^rfe(i-/x^)/prf.a3. 

La fonction Y<*> est de cette forme 



La considération des axes principaux donne» par le n^ 32 du Livre III* 

A' = o, A"i=o, A^'^o, 
et par conséquent 

On a vu 9 dans le Livre III , que , la variation de la pesanteur étant à 
trës-peu près proportionnelle au carré du sinus de la latitude, la valeur 
de h^"" doit être très-petite; elle serait nulle, en eflet, si la Terre était 
un solide de révolution; mais, pour plus de généralité, nous la con- 
serverons dans les recherches suivantes; nous aurons ainsi 

OTT 

A r:= ^ /prf.a» — if(xn(h — ^9) fpd.a^ — ta7rA''/prf.a», 
B = -^- jpd.a" — jfcm(h — ^9) fpd.a* H- leenh"fpd.a*, 
C = §J/prf.a» +i|«r(A-{9)/prf.a». 



PREMIÈRE. PARTIE. -^ LIVRE V. 321 

3. Considérons présentement les valeurs de rfN^j/N', rfN" qui en- 
trent dans les équations différentielles (D') du n^ 1. Soit L la masse 
d'un astre qui agit sur la Terre; soient x^ y^ z les coordonnées 
de son centre, rapportées au centre de gravité de la Terre, et 

r, = \/^-{-j*-ha*; nommons x\ y\ z' les coordonnées d'une mo- 
lécule dm àM sphéroïde terrestre; supposons enfin 

. xx' -^ yy' -V zz' 



V = - L — — -^4-^^-- -H 



les forces attractives de L sur la molécule drriy décomposées parallèle- 
ment aux axes des a?, des j et des 2, en sens opposé à leur origine, et 
diminuées des mêmes forces attractives sur le centre de gravité de la 

Terre, que nous considérons ici comme immobile, seront ^-r» ^-r> ^• 

Ces forces sont celles que nous avons désignées par P, Q, R dans le 
n^ 25 du Livre I; on aura donc, par ce même numéro. 



dW r^ ( . à\ , d\\ 
~-^^^fdm[r ^, -z ^j 



Si l'on observe ensuite que l'on a 



, d\ , d\ d\ d\ 

dy ■' dx '' dx dy 



on aura 



rfN 
dt 



COLuvrei de L, ^ \\. 4^ 
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Les coordonnées oc!^y\ z' étant supposées très-petites relativement à la 
distance r, de l'astre L au centre de gravité de la Terre, on peut déve- 
lopper V dans une suite fort convergente par rapport aux puissances 
réciproques de r,; on aura ainsi, à fort peu près. 



dt r, 

d^' _ 3L 
dt "" rf 

rfN^_ 3L 
dt ~ r 



5 



fdm(xx'-hjry'-\- zz') [zx' — xz')f 



fdm[xx' -\- jrjr' -^ zz') [zy' — yz' ). 



On a vu, dans le n® 28 du Livre I, que les valeurs de p, q, r sont indé- 
pendantes de la position du plan des x et des j; or, si nous prenons 
pour ce plan l'équateur même de la Terre, on aura 6 = 0, et si nous 
prenons pour Taxe des x le premier axe principal, nous aurons 9 = 0; 
nous aurons de plus, par le n^ 26 du Livre I, 

fdm(x'^ -f- z'^) = A, fdm(x'^ -4- z'^] = B, fdm[x'^ h-/'*) ^ C, 
fx'r'dm = o, fx^z'dm = o, /yz^dm = o; 

partant, 



dN 
dt 




rfN' 
dt 


^{C-k}xz, 


rfN' 
dt 


-^(C-B)r2; 



les équations (D') du n** 1 deviendront ainsi 

B-A . 3Ldt B-A 
dp H- —^- qrdt = ^^ ^^ xy, 

/ j C-B , 3Ldt C- B 
(F) {dq-^ —jj^rpdt=^—^^ Â" ^*' 



A-C .. 3Lrf/ A-~C 

B 



dr H g— pqdt= —^^ " isr^ xz. 
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Ces équations supposent que r, est fort grand par rapport au rayon du 
sphéroïde terrestre, ce qui est vrai relativement au Soleil et à la Lune; 
mais il est remarquable qu'elles seraient encore très-approchées dans 
le cas où, l'astre attirant étant fort près de la Terre, la figure de cette 
planète serait elliptique. Pour le faire voir, nous observerons que l'on 
a, par le n^ 2, 

x'=: Rv^i — /x^coscj, y'-— Ry/i— fA^sincj, s'— R/x. 

Si l'on nomme v pt X ce que deviennent, par rapport à l'astre L, les 
quantités [x. et cr relatives à la molécule dm du sphéroïde terrestre, 
on aura 

si l'on substitue ces valeurs dans la fonction Y, et qu'ensuite on la 

développe par rapport aux puissances de -» on aura une série de cette 

forme 

L LRa -,,,. LR3 .... 

et il est facile de s'assurer, par le n^ 23 du Livre III, que les fonctions 
U(2)^ U^3)^ _ sont des fonctions telles que l'on a généralement 

0= 3 ^- H r -f-l 14-1 UC). 

oyL i — fjL^ ^ ' 

Reprenons maintenant l'équation 



/w ( ^V dV\ 



on aura 



dy__ dV __ LR2 / aU(î») _ dm)\ 
^d^ ^ dy" rf Y ~ôx ^ dy ) 

LRW aUO) dU(») \ 

■^ r/ V dx ""l^j 



Les différences partielles du second membre de cette équation étant 

4i. 
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prises par rapport à des variables indépendantes de jl et de o, si l'on 

désigne généralement par U'^'^ la fonction j^-y ^"à"^ ^° ^^^ 

d. I — tjL* — - — — - 



en sorte que la fonction U' '^ est de la même nature que les fonctions 

Y'*^ et U^'^; Texpression précédente de ^ deviendra ainsi, par ce 

que Ton a vu dans le n^ 2, et en substituant pour dm sa valeur 
K^dRfd^Ldxs, et pour R sa valeur a 4- xa[V^' -f- Y'*' -h .. .)• 

- ^///rf;fl*Y(');u'(»)prffxrf« 



les différentielles rf(a* Y^*'), rf(a* Y*'), ... étant relatives à la variable a; 
or l'équation (2) du n^ 29 du Livre III donne généralement, à la sur- 
face de la Terre et lorsque 1 surpasse 2, 



Il -^ I 



les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = 1, et Y''^ dans le 
second membre de cette équation étant relatif à la surface de la Terre; 
on aura donc 

^Jjyd,a^Y(^))U(^)pdiid^==^^ffY^^>V^^^ 

Si la figure de la Terre est celle d'un ellipsoïde, Y^'^ est nul, et alors 

l'expression de ^ se réduit à son premier terme, non-seulement 9 

cause de la grandeur de r,, mais parce que les valeurs de Y *\ Y^*', . . 
sont nulles. Quoique la figure elliptique ne satisfasse pas exactemei 
aux degrés mesurés des méridiens, cependant l'accord des variatîo! 
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de la pesanteur avec cette figure indique que Y^'^ Y^*^ . . . sont peu 
considérables par rapport à Y^*^ ; on peut donc calculer les mouvements 
de Taxe de la Terre, en lui supposant une figure elliptique, sans 
craindre aucune erreur. 

4. Rapportons maintenant les coordonnées de l'astre L à un plan 
fixe, que nous supposerons être celui de l'écliptique à une époque 
donnée; soient X, Y, Z ces nouvelles coordonnées, Taxe des X étant 
la ligne menée du centre de la Terre à l'équinoxe du printemps, Taxe 
des Y étant la ligne menée du même centre au premier point du 
Cancer, et la ligne des Z étant la ligne menée de ce même centre 
au pôle boréal de Fécliptique : on aura, par le n*^ 21 du Livre I, 

x=Xcos(p -î- Ycosôsinç — Zsinôsinç, 
y--~ Ycosôeoscp — Xsincp — Zsinôcoscp, 
z = Ysinô -hZcos0. 

Les équations différentielles (F) du numéro précédent deviendront 
ainsi 

B — A , _3Lrf/(B— A) ((Y^cos^ô + Z^sin^Ô— X2— 2YZsin0cos0)sin2<p 
dp^ -^-qr t= ^-^^ j ^(^xYcos(?-2XZsin9)cos2cp 

C — B , 3Lrf/(C- B)(r(Y2 — Z2)sin0cos0H-YZ(cos2(? — sin20)]cos9 ) 
iG){dq^-^-rpdt^^—-^ j- _ jxYsin^ -f-XZcos0) sinç S 



dr 



A-C 3Lrf/(A- C]((XYsin0-i-XZcosg)cos<p ^ 

^-pq t-^ ^,p - I 4-[(Y2-Z2)sin0cos0-i-YZ(cos2 0-sin2 0)]sin9( 



Intégrons présentement ces équations. Si les deux moments d'inertie 
A et B étaient égaux, ce qui aurait lieu dans le cas où la Terre serait 
un sphéroïde de révolution, la première de ces équations donnerait 
dp=iO, et par conséquent p constant; lorsqu'il y a une petite diffé- 
rence entre ces deux moments d'inertie, la valeur de/? renferme des 
inégalités périodiques, mais elles sont insensibles; en effet, l'axe in- 
stantané de rotation s'éloignant toujours très-peu du premier axe prin- 
cipal, q et r sont de très-petites quantités, et Ton peut, sans erreur 
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sensible, négliger le terme ~ rqdt de la première des équations (G). 

Le second membre de la même équation se développe en sinus et co- 
sinus d'angles croissant avec rapidité, puisque ses termes sont multi- 
pliés par le sinus ou le cosinus de 2ç; ces termes doivent donc être 
encore insensibles après les intégrations : on peut ainsi supposer, dans 
les deux dernières des équations (G),/) = n, n étant la vitesse moyenne 
angulaire de rotation de la Terre autour de son troisième axe principal. 
Mais, comme la discussion de la valeur de/? est très-importante, à cause 
de son influence sur la durée du jour, nous reviendrons sur cet objet, 
après avoir déterminé les valeurs de q et de r. 
Faisons, pour abréger, 

~ [(Y» - Z») sin0 COS0 -4- YZ(cosî»0 - sin^ô)] = P, 
^ (XYsinô 4- XZcosô) == P'; 
les deux dernières équations (G) deviendront 

ç g ç » 

dq H -r — rpdt— — - — dt[? cos<p — P'sincp), 



dr 



A 
A-C . A-C 



H 5 — pqdt= — = — dtiP'coso -h P sincp). 



P et P' peuvent être développés en sinus et cosinus d'angles croissant 
proportionnellement au temps. Soit ^cos(i/ -h e) un terme quelconque 
de P, et X:'sin(iVH- e) le terme correspondant de P'; on aura, en n'ayant 
égard qu'à ces termes, 

p g C -— B 

dq-^ — rpdt= — ^r— rf/[(/r-h/f') 008(9 -h i /-*-«) -H (/r--/r')co9 (9 — i7~c)], 

A. ?. A. 

dr -^ ~^- pq dt r^ ^-~^rf/[(*^*')sin(9 + //-h6)-^(*-*')sin(9-i7-6)]. 

Si Ton suppose dans ces équations 

^ — M sin(9 -M7-he) -hN siQ(9 — 1/ — e), 
r — M'cos(9 H- it -h e) -h N'cos(9 — - ii — e), 
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on aura, en observant que £^9 est à très-peu près égal à ndt, 

!^^^ (C - B) [n( A -t- B - C) -t- iB] 

TLf '^ 

(/»-4-i)»AB-/iî»(A-C){B-C) 



M'= " 



(C-A)[/i(A4-B-C)-4-iA] 



(n -h 1)^ AB - /i2 (A - G) (B - C) 

^^^— ^ (C - B) [/i (A -h B -- C) - iB] 

^ ^ ~~('ïr^i)î»AB-/i2(A-C){B-'Cy 



N'=- ^ 



(C-A)[n(A-f-B-C)-iA3 



(/i — /j2AB-/i2(A- C)(B-C) 

Reprenons maintenant les équations du n^ 26 du Livre I, 

rf<p — d^cosO = pdtf 

d^sind sin9 — d0cos(p = qât, 

d^ slnd coscp -T- dO sincp = rdt. 

Ces équations donnent 

dB = rrf/sinç — qdt cosc^; 

on aura donc 

-7- = sin (2 9 4- If -f- c) H sm (2 9 — if — e) h sin (1/ -4- c) , 

cjc 2 ^ ^ 

Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expression 

dO 
de ^5 parce qu'ils sont insensibles en eux-mêmes, et que d'ailleurs ils 

n'augmentent point par l'intégration. Il n'en est pas ainsi du troisième 
terme, que l'intégration peut rendre sensible, si i est fort petit. Dans 
ce cas, on peut négliger i relativement à /i, et l'on a, à fort peu près, 

-TT ^ p /r'sln i/-f-e . 

dt 2nL ' 
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Les expressions précédentes de qdt et de rdt donnent 

d^ sin Q = rdt COS9 -{-qdi sin 9, 
d'où Ton tire 



^+cî..fl ^-^ I 's ^ N'-N , . . Mh-M'-.-N-4-N' 



en négligeant les deux premiers termes de cette expression, qui sont 
toujours insensibles, et en supposant 1 fort petit, on aura, à trës-peu 
près, 

rfj; . . 2C — A — B , , . . 

--jfsm0= - — Pi /rcosii/ -4- 6 . 

at 2/iC ^ 

Si Ton désigne par 2^cos(i/ -+- e) la somme des termes dans lesquels P 
peut se développer, et par 2*'sin(i/-h e) la somme des termes dans 
lesquels P' peut se développer, 2 étant la caractéristique des intégrales 
finies, on aura 

-r- = -, — 2Ar'sm iZ-r-e . 

at 2/iL ^ 

(H) ; 

d^ , . 2C-A-B „- .. . 

at anC ^ ' 

En intégrant ces équations sans avoir égard aux constantes arbitraires, 
on aura les parties de 6 et de 4^ qui dépendent de l'action de l'astre L. 
Pour avoir les valeurs complètes de ces variables, il faut leur ajouter 
les quantités qui dépendent de l'état initial du mouvement. Si Ton n'a 
égard qu'à cet état, les deux dernières des équations (G) deviennent 

dg -h ^- -/irrf/ = o, rfr-i ^ — nqdt^=o^ 

A B 

d'oii l'on tire, en intégrant, 

^rz-Gsin()i/-hg), 

r— .p" ,., Gcos(>/4- g], 
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d'où Ton tire 

i»3 y r^ r* y 

XYi - -- cos* ^ sin^i'-h -f sin^y sin^A ^sin* ^ sin(ai/ — iA), 

r^ y r** r'* y 

XZ=r -'-siny 0052^810(2^ -A)— y-sinsysinA + --siny sin2^sin(2v -3 A). 

Vu Textréme lenteur du mouvement des points équinoxiaux, on peut 
supposer^ cff' égal au mouvement angulaire du Soleil pendant l'in- 

r 

stant dt, et Ton a, par les n**' 19 et 20 dtt'Livre II, 



rfdv xz a^mdt y^i — «S 



mt étant le moyen mouvement du Soleil, a étant sa moyenne distance 
à la Terre, et e étant le rapport de l'excentricité de son orbite à cette 

distance moyenne. On a de plus, par le n® 20 du même Livre, en négli- 

L 

géant les masses des planètes relativement à celle du Soleil, -- —m*, 

et l'équation à l'ellipse donne 

a I -4-ccos(v - F) 
r, *" I - e^ " ' 

F étant la longitude du périgée solaire; on aura donc, relativement 
au Soleil, 

P'dtr= — ,— (XYsinô 4- XZcosô) 

3mrfi'ri-4-ecos(u-r)l /XY . . XZ A 

XY XZ 

Si Ton substitue pour —7- et -^ leurs valeurs précédentes en v, on 

verra d*abord, après avoir développé Vdt en sinus de l'angle v et de 
ses multiples, que les termes dépendants de la longitude F du périgée 
solaire renferment l'angle f', et qu'ainsi ils ne peuvent pas devenir 
sensibles par l'intégration. Il n'en est pas de même des termes dépen- 

xz 

(lants do la longitude du nœud : la fonction —^ introduit dans PV// 
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le terme j — sin^ycosOsinA, et, vu la lenteur des variations de y 

et de A, ce terme peut devenir, par l'intégration, trës-sensible dans la 
valeur de 6. On aura ainsi, à très-peu près, en observant que e et y 
sont fort petits, et en ne conservant parmi les termes multipliés par 
ces quantités que ceux qui peuvent croître considérablement par les 
intégrations, 

3 m 3m^ 
ffdi— V- sïn6cos2v cos6/yd/sinA. 

ysinA est le produit de Finclinaison de Torbe solaire par le sinus de 
la longitude de son nœud ascendant, comptée de Téquinoxe mobile 
du printemps, et, cette inclinaison étant fort petite, on peut prendre 
pour y ou son sinus ou sa tangente; or on a vu, dans le n'* 59 du 
Livre II, que, si l'on désigne par F la longitude du nœud ascendant 
de cet orbe comptée d'un équinoxe fixe, tangysinT est donné par un 
nombre fini de termes de la forme cs\Tï{gt 4- 6), et que tangy cosT est 
donné par le même nombre de termes correspondants ccos{gt -\~&); 
de plus, ^ étant le mouvement rétrograde des équinoxes à partir de 
Téquinoxe fixe, on a A ~ r -}- ^, ce qui donne 

tangysinA — langysinrcos^]; -h tang/cosTsin^. 

En substituant csin(g-/-h6) au lieu de tangysinT, et ccos{gt h- ê) 
au lieu de tangycosT, on aura 

langy sin A - - c sîn (g-/ -i- 6 -{ -^J/ ) . 

On voit donc que, pour avoir tangysinA, il suffit d'augmenter les 
angles des difierents termes de l'expression de tangysinT de la quan- 
tité ^. On peut même, en négligeant les quantités de l'ordre c^, substi- 
tuer pour ^ le moyen mouvement des équinoxes, et alors tangysinA 
sera composé d'un nombre fini de termes de la forme csin(yî-+-6), 
qQt ne diffèrent des termes de l'expression de tangy sinT qu'en ce que 
les angles gt sont augmentés du moyen mouvement des équinoxes. On 
trouvera de la même manière que tangy cosA sera composé du nombre 

42. 



332 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

correspondant des termes de la forme ccos(yi -f- S); ainsi, en dési- 
gnant par lcsin{/t-\-&) la somme de tous. les termes de l'expression 
de tangysinA, l'expression de tangycosA sera 2ccos(yî-hê), et ces 
quantités seront encore les expressions de ysinA et de ycosA. On aura, 
cela posé, pour la partie de fP'dt dépendante de l'action du Soleil, 

fP'dt ~* — sinôcosav-^ — ; — cosBi-p cos(/f-h 6). 

Considérons présentement l'acCion de |a Lune. En désignant par L' 
sa masse, et par a! sa moyenne distance à la Terre; en nommant de 
plus, relativement à cet astre, m\ v\ T, e\ M et y' ce que nous avons 
nommé m, v^ F, e, A et y relativement au Soleil, et faisant 

a ^ 

on trouvera, par l'analyse précédente, 

fP'dt = - l?^^sin9cos2i/'- ^^'cosÔ/y'rf/sinA'. 

XY 

I^ fonction — ^ introduit encore dans l'intégrale fP'dl le terme 

^^sin0//2d/sin2A'. 

Ce terme croit beaucoup par l'intégration; mais il est aisé de voir que, 
malgré cet accroissement, il reste encore insensible; en sorte que les 
seuls termes sensibles que l'action de la Lune introduit dans l'inté- 
grale ff'dt et par conséquent dans la valeur de 6 sont ceux auxquels 
nous avons eu égard. Quelques Astronomes ont introduit dans cette 
valeur une petite inégalité dépendante de la longitude du périgée de 
l'orbe lunaire; mais on voit par l'analyse précédente que cette inéga- 
lité n'a point lieu. Le moyen mouvement du périgée lunaire étant 
double à peu près du mouvement des nœuds de la Lune, un terme dé- 
pendant de l'angle 2A'+ r pourrait devenir sensible, quoique mul- 
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tiplié par ey^l mais Tanalyse précédente nous montre qu'il n'existe 
point de terme semblable dans l'intégrale fV'dt. 

Pour évaluer la fonction Çydi sinW nous observerons que, dans 
tOifB les changements qu'éprouve la position de l'orbe solaire, l'incli- 
naison moyenne de l'orbe lunaire sur son plan reste toujours la même, 
comme on le verra dans la Théorie de la Lune; or, en supposant ce 
satellite mû sur le plan même de l'orbe solaire, on a y'= y et A'— A; 
on a donc, eu égard aux variations de l'orbe solaire, 

//rf/ sin A' r= - 2 - cos (yï -4- 6 ) . 

Soit, de plus, c' la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbe de la 
Lune sur celui du Soleil, et — /'/ — 6' la longitude de son nœud 
ascendant sur cet orbe, comptée de l'équinoxe mobile du printemps; 
on aura, en vertu de cette inclinaison, 

fy'dt sin A' := |!r cos (/' / ^- 6' ) ; 

en réunissant donc ces deux termes, on aura, relativement à la Lune, 

//rf/ sin A' =: |i cos (/' / -+- 6' ) - 2 y cos {/f -h 6), 

et l'on aura, par les actions réunies du Soleil et de la Lune, 

i 4sin0 cos 9.^-4 -cos2v| 

i \ ^ I 

- , 3/n aC — A — Bj r.^c ,« ., i 

e — h-\ -. -— - < — i-f-X mcosôl-rr cos // H-6 )• 

4/1 t i j 

f H_ ^^cos0cos(/'/-h6') 
J 

6. Déterminons présentement la valeur de ^, et pour cela reprenons 
la seconde des équations (H) du n'* 4, en lui donnant cette forme 

d^ sin0 rz. ^-:: ii:-? prf/; 
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on a, par le numéro précédent, relativement au Soleil, 

Y^ — Z* — -^ cos* - (i — C0S2V) — -^ sin^y [COS2A — cds(2i' - ?.A)] 

T^ /*^ y 
'- sin*y[i — cos(2v — 2A)]-h — sin* ^ [i— cosfai' -- 4A)], 

YZ— -f sîn2y cosA sinycos*- cos(2v — A) 

4 2*2^ ' 

H- — siny sin*^ cos(2v— 3A); 

on aura donc, par l'analyse du même numéro, en négligeant les carrés 
de e et de Y et les quantités qui restent insensibles après Tintégration, 

3 nft^ 3 /w 

Pdtr- dt sïnScosd 7- sin0cos0rfsin2*' 

2 4 

3/n^ » 

_L yrf/cosAfeos^ô -" sin'0), 

expression dans laquelle il faut substituer pour ycosA sa valeur 

On trouvera, par la même analyse, que Ton a, relativement à la 

Lune, 

vdt sindcosd 7 — r- sm0cos6asm2v 

2 » ^m 



-t- 



2 
Slm^dt 



{cosî»0 sin«0)c'cos(/'/-f 6'); 

on aufa par conséquent 

COS0 / , . Im 



(i-{-A]mcosd J-. a sin2v h ^ asin2i' | 

2dt \ m I 



rfil 3m2C -A- BJ , ., cos^^ sin^Ô-, 

dt ^n L 1 smô \j I 



• A- 



. cos^ô -sin^ô , ,^, 

Xm , c'cos /'/-4- 6' 



Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur de 6 n'est 



PREMIÈRE PARTIE. ~ LIVRE V. 335 

pas constante, et que ses variations séculaires deviennent sensibles par 

rintégration dans le premier terme de cette expression de ^^ or la 

seule partie de la valeur de 6 qui puisse acquérir une valeur un peu 
grande par la suite des siècles est celle-ci 

- V-- ô" -(i-^y<)coseijCOs[ft-\-S); 

c'est donc là seule à laquelle il soit nécessaire d'avoir égard : ainsi, en 
faisant, pour abréger, 

3/na 2C-A-B , .V , , 
— I 4- A) cosA = /, 

le premier terme de l'expression de ^ deviendra, en négligeant les 
quantités de l'ordre c*, 

l-^-l^iSLnghlj cos(//H-6). 

Il est inutile d'avoir égard à la variabilité de 6 dans les autres termes 
de cette expression, qui donne, après l'avoir intégrée, 



sin2i' 



Il . , . Il cos^/i — sinî*A , . ,g^,s /?M 

2m(i-t-X) ('-^^)/ smAcos/i ^-^ 

^ étant une constante arbitraire. 

L'expression de 6 du numéro précédent peut être mise sous cette 
forme 

9 :.-- A - 2^^ cos(// f- 6) H- ri:li:y^ ^ ^«^(/'' -^ ^'^ 

/tangA / m . À 

-r- - -T- --^: C0S2i^ -} y AC0S2V . 

2/w(i-+- /.) \ m / 

En réunissant ces valeurs de ^ et de 8 avec celle-ci p = n, on aura 
tout ce qui est nécessaire pour déterminer à chaque instant les mou- 
vements de la Terre autour de son centre de gravité. 
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7. Les valeurs de \{/ et de 6 sont relatives à un plan fixe; pour avoir 
ces valeurs par rapport à Técliptique vraie, consylérons le triangle 
sphérique formé par l'écliptique fixe, par l'écliptique vraie et par Té- 
quateur'. Il est aisé de voir que la différence des deux arcs interceptés 
entre Téquateur et le nœud ascendant de Torbe solaire, dans ce tri- 
angle, est à très-peu près égale au produit de cotO par l'inclinaisou 
de Torbe solaire à Técliptique fixe et par le sinus de la longitude de 
son nœud; cette différence est donc égale à cot0 2csin(y/-f-6); or, si 
Ton nomme ^' la distance de l'intersection de l'écliptique vraie et de 
Téquateur à l'origine invariable d'où l'on compte l'angle ^ sur le plan 
fixe, on aura, à très-peu près, ^ — +' pour cette différence; on aura 

donc 

^ — ^'=^ cote le sin (ft -h 6), 

d'où l'on tire 

^':-'.U-^K-^lii-^j tangî»A j -^ colA.csin( /i -h 6) 

(i-r->)/ smAcos/i ^•^ ' 2m(n-A) 

il . , 



2m'(i\-l) 



Si l'on nomme ensuite 6' l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'équa- 
teur, on trouvera facilement, en considérant le triangle sphérique 
précédent, et en observant que 6—0 est fort petit, 

— 6 -2ccos(// -r 6); 

on aura par conséquent 

f— i il 

/tangA / m . A 

2/n(i-+-A) \ m J 

f— l 

La partie l'^-y— ccos(//-i-ê) de cette expression donne la variation 
séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie sur l'équateur. Si la Terre 
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était sphérique, il n'y aurail point de précession en vertu de Taction 
du Soleil et de la Lune; on aurait ainsi /= o, et la variation séculaire 
de l'obliquité de Técliptique vraie serait le co^{/t -+- 6). On voit donc 
que l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre change 
considérablement les lois de cette variation, qui deviendrait même 
presque nulle, si le mouvement de précession dû à cette action était 
très-rapide relativement au mouvement de l'orbe solaire; car ce der- 
nier mouvement dépend, par le n° 5, des angles (/— /)^ dans les- 
quels les coefficients/— / seraient alors très-petits par rapport à / et 

à/, en sorte que la fonction 2^^-^ccos(//h-6) deviendrait presque 

insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les masses 
des planètes, l'étendue entière de la variation de l'obliquité de l'éclip- 
tique est réduite, par l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde 
terrestre, à peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 
action; mais cette différence ne se manifeste qu'après deux ou trois 
siècles. 

Pour le faire voir, développons la fonction 1 ^ ccos{/t 4- 6) par 

rapport aux puissances du temps; elle devient, en négligeant les termes 
au delà de sa première puissance, 

1 •-^— c cosê — / 2 (/— /) c sin 6. 

Le coefficient/— / est, comme on l'a vu, le même pour la Terre sup- 
posée sphérique que pour le cas où elle diffère de la sphère; la varia- 
tion séculaire de l'obliquité de l'écliptique est donc la même pour ces 
deux cas, dans les temps voisins de l'époque. 

La fonction lli-i- ^ tang^Aj (/— /)cotA.ccos(/ 4- 6) de l'expres- 
sion de -j- donne la diminution de l'année moyenne, en réduisant 

cette fonction en temps, à raison de la circonférence entière pour une 
année. La diminution qui aurait lieu par le seul mouvement de l'éclip- 

QEwres de Z. — 11. 4^ 
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tique, et en faisant abstraction de Faction du Soleil et de la Lune sur 
le sphéroïde terrestre, serait 

2(/— /)colA.ccos(//-+-6); 

cette action change donc encore l'étendue de la variation de l'année, 
et la réduit à peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 
action. 

8. Considérons présentement l'influence de cette action sur la durée 
du jour moyen. Nous observerons d'abord que l'axe instantané de rota- 
tion ne s'écarte jamais du troisième axe principal que d'une quantité 
insensible; on a vu, dans le n^ 28 du Livre I, que le sinus de l'angle 

formé par ces deux axes est égal à --=M=^L=; or il est visible, par 

\P^ -i- J* -+- r* 

ce qui précède, que ^ et r sont insensibles, et qu'ils n'ont d'influence 
sensible sur les valeurs de et de | que par les intégrations; on peut 
donc toujours confondre l'axe instantané de rotation de la Terre avec 
son troisième axe principal , et ses pôles de rotation répondent tou- 
jours à très-peu près aux mêmes points de sa surface. 

Déterminons le mouvement de rotation de la Terre autour de 
son troisième axe principal. Il est aisé de voir que, p étant égal à 

^ — -^ cosO, il exprime ce mouvement. Si dans les équations (G) 

du n^ 4 on suppose A = B, ce qui a lieu lorsque la Terre est un sphé- 
roïde de révolution, la première de ces équations donne (ip=zo, et 
par conséquent /? égal à une constante n; mais ces équations n'étant 
qu'approchées relativement à l'action de l'astre L, nous allons prouver 
que l'équation p = n ^ encore lieu, en ayant égard à tous les termes 
dus à cette action. 

Si, comme dans le n^ 2, on prend pour le plan des x et des y celui 
de l'équateur, la première des équations (D) du n^ 1 deviendra 

, rfN 
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ces phénomènes, et il n'est probablement aucun cas possible qui n'ait 
lieu sur la Terre. Mais, puisque les constantes B et X seraient les mêmes 
pour le Soleil et la Lune si les mouvements de ces astres étaient égaux, 
il est naturel de supposer que leurs différences sont proportionnelles 
aux différences de ces mouvements; nous adopterons donc cette hypo- 
thèse, et nous verrons qu'elle satisfait avec une précision remarquable 
aux observations. Nous ferons ainsi 

X-O mT, 

B P(i- 2mO), 

0, T, P et Q étant les mêmes pour le Soleil et la Lune. Nous donnerons 
dans la suite le moyen de déterminer ces constantes dans chaque port 
par les observations. 

19. Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le Soleil et la 
Lune, toujours mus dans le plan de Téquateur, sont assujettis à des 
inégalités dans leurs mouvements et dans leurs distances. T^s forces 
partielles 

-- (sin>0 - }), et ~ sinôcosô, 

trouvées dans le n^ 16, ne seront plus constantes; mais elles varieront 
avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera d'une 
année. Si la durée de cette période était infinie, ces forces n'auraient 
d'autre effet que de changer la figure permanente de la mer, qui par- 
viendrait bientôt à l'état d'équilibre. Mais, quoique cette durée soit 
finie, on a vu, dans le n^ 6, qu'en vertu des résistances que la mer 
éprouve, on peut la considérer comme étant à chaque instant en équi- 
libre sous l'action de ces forces, et déterminer dans cette hypothèse 
la hauteur correspondante des marées. On a vu de plus que, quelle que 
soit la profondeur de la mer, la hauteur des marées due à l'action de 
ces forces est 

1-4-3COS20 L 



»H-è) 
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Si. dans les parties des forces solaires (Â) du n° 16 qui sont multi- 

■ 

pliées par le sinus et le cosinus de l'angle 2ni'h2zj — 2^9 on sub- 
stitue, au lieu de r et de ^, leurs valeurs, chacune de ces parties se 
développera en sinus et cosinus d'angles de la forme 2ni -- agi -^ 21, 
en sorte que l'on aura 

3L 

— r sin^d C0S2 (n/ + ni — vp) = sin*ô . Ik cosa (nt --qi-h e), 

3L 

— - sind cosd cos2(n/ -h ni — vp) = sin 6 cosô . Ik cos2(ii/ — }/-+-€)» 

3L 

— - sind sin3(n/ -î- m — ^)^ sinô . 2A'sin2(n/ — qi-h e), 

le signe 2 des intégrales finies servant ici à désigner la somme de tous 
les termes de la forme kcos2{nt— qt-ht) et ks\n2{nt — qt-ht)^ 
dans lesquels le premier membre de chacune de ces équations peut se 
décomposer. 

Le plus considérable de ces termes est celui qui dépend de l'angle 
2nt — 2mt'h2W9 et qui produit le flux et le reflux de la mer, dans le 
cas que nous avons examiné ci-dessus, où le Soleil serait mû unifor- 
mément dans le plan de l'équateur, en conservant toujours la même 
distance à la Terre. Les autres termes peuvent être considérés comme 
le résultat de l'action d'autant d'astres particuliers, mus uniformément 
dans le plan de l'équateur. C'est de la combinaison des flux et reflux 
partiels dus à l'action de tous ces astres que se compose le flux et le 
reflux total dû à l'action du Soleil. 

Si l'on nomme / la masse de l'astre fictif dont l'action produit le 
terme dépendant de l'angle 2nt — 2qt -h 2%^ et a sa distance au centre 
de la Terre, on aura 

— r — /r, ou —^ \k. 

On a vu dans le numéro précédent que, le Soleil étant supposé mû 
uniformément dans le plan de l'équateur avec un mouvement angu- 
laire égal à mtf la partie de l'expression de la hauteur de la mer dé- 
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stantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe principal que 
d'une quantité insensible. Soit donc s la vitesse angulaire du troisième 
Soleil, que nous concevons mû dans le plan de l'équateur, et u sa dis- 
tance à l'équinoxe du printemps rapporté à l'écliptique fixe; n — s sera 
la vitesse angulaire du premier axe principal de la Terre relativement 
à ce Soleil, et l'on aura 

rfcp — dv^=^{n — s) dt. 

Mais on a, par le n^ 4, 

rfcp -- n dt H- d^ cosô; 

on aura donc 

dv ~ sdt -h d^ cosô. 

Soit v' la distance angulaire du troisième Soleil à l'équinoxe réel, c'est- 
à-dire à l'intersection de l'équateur avec l'écliptique vraie. Il est aisé 

de voir, par le n"* 7, que i^ — c' est égal à ^ "" ^ » et par conséquent 
égal a -r^ -y ce qui donne 

dv :-- sdt -f- d^ COS0 — dt — ^ j-^ -' . 

Soit gt le mouvement sidéral du second Soleil sur l'écliptique vraie; 
8 -^ -^ sera sa vitesse angulaire relativement à l'équinoxe réel; mais 
on a, par le n** 7, 

W ^-'- "JT ~ coi0.2c/cos(// H- 6); 

cette vitesse est donc égale à 

d^ 
g i ~f -coie.lcfcos(ft^B); 

elle doit être égale à ^; on pourra donc, au moyen de cette égalité, 
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déterminer 5, et Tott aura 

En substituant pour ^ et 6 leurs valeurs précédentes^ <hi aura 

12 c 

s — g-- l(i — cosh) —slnh.l-^ cos(//-f-6) 

-T- (i — cosA)2 ( -^ ~ /j tangA — /colA |ccos{yï-»-6) 
- '~^^^^ Icfcosift ^ 6). 

Le temps exprimé en jours moyens est égal à fsdt; on aura donc, 
pour l'équation de ce temps» 

— sinA.2^ sin(yï-+-6) 

— (I— cosA)2| (yi — y ) tangA -r- -^ coiA |csin{/ï-h6) 

I — cosA V - ' A ^ 

smA ^•' 

Cette équation réduite en temps, à raison de la circonférence entière 
pour un jour, ne s'élevanl qu'à quelques minutes dans une période de 
plusieurs millions d^années, sa considération est mutile aux Astro- 
nomes. 

10. L'analyse des numéros précédents suppose la Terre entièrement 
solide; mais elle est recouverte en grande partie d'un fluide, dont les 
oscillations peuvent influer sur les mouvements de l'axe terrestre; il 
importe donc dVxaminer cette influence, et de voir si les résultats que 
nous venons de trouver n'en sont point altérés. Pour cela, il faut dé- 
terminer ce que Faction de Tocéan sur le sphéroïde qu'il recouvre 
ajoute aux valeurs de </N, dS' et i/N' du n^ 1. On a vu, dans le n^ 25 
du Livre I, que, P, Q, R étant les forces dont la molécule dm du sphé- 
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roïde terrestre est animée parallèlement aux axes des x\ des /' et 
des z\ et en sens contraire de leur origine, on a 



di 

dW 
dt 

d^ 
dt 



r=f[Rx'- P5')rfm, 



^/(B.r'-Q^ldm. 



Voyons quelles sont les quantités que Taction de Tocéan introduit 
dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre par sa 
pression et par son attraction; considérons séparément ces deux effets. 
Nous supposerons, pour plus de simplicité, que le plan des x' et des y' 
est le plan même de Téquateur, ainsi que nous l'avons supposé dans 
le n« 3. 

Dans le cas de Téquilibrei, la pression et l'attraction de l'océan ne 
produisent aucun mouvement dans Taxe de rotation de la Terre; il ne 
faut donc avoir égard qu'à l'action de la couche d'eau qui, par les at- 
tractions du Soleil et de la Lune, se dispose sur la surface d'équilibre 
qui terminerait l'océan sans ces attractions. Représentons par oiy l'é- 
paisseur de cette couche, et prenons pour unité de densité celle de la 
mer, et pour unité de distance le rayon moyen du sphéroïde terrestre; 
nous aurons ainsi à considérer l'action d'une couche aqueuse dont le 
rayon intérieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i 4- aj. Si 
l'on nomme g la pesanteur, la pression d'une colonne de cette couche 
sera le produit de oigy par la base de cette colonne ; ce sera, par le 
n^ 36 du Livre I, l'excès de la pression dans l'état de mouvement du 
fluide sur sa pression dans l'état d'équilibre. 

Soit R le rayon mené du centre de gravité de la Terre au point de 
la surface du sphéroïde que cette colonne presse; soit (a le cosinus de 
l'angle que le rayon R forme avec l'axe de rotation, et u l'angle que 
le plan mené par cet axe et par R forme avec l'axe des x\ Soit enfin 
u = o l'équation de la surface du sphéroïde que recouvre la mer. 
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u étant fonction des coordonnées x\y\ z' qui déterminent la position 
du point dont il s'agit; on aura 

j' -Rv/i- /^^sinin, 

La base de la petite colonne que nous venons de considérer peut 
être supposée égale à R^rfjjLrftj; la pression de cette colonne est donc 
%gy^^d\Ldu. Cette pression est perpendiculaire à la surface du sphé- 
roïde; en la décomposant en trois forces parallèles aux axes des x\ 
des j' et des z\ et supposées tendre à augmenter ces coordonnées, on 
aura pour ces forces, par le n® 3 du Livre I, 

agx^'^diidxa du agx^^d[xdm du agx^^d[xdm du 

7 5F' 7 d'y' 7 5?' 



/ étant égal à i/ 1 -r^\ -f- ( ^] h- ( ^ ) • L'équation à la surface du 
sphéroïde est de cette forme 

q étant une fonction très-petite de j/, y\ z\ dont nous négligerons le 
carré; on a donc 

ce qui change les expressions des trois forces précédentes dans celles-ci 

2a grK^d[xdTS / _ ^\ 
lagX^'^dydm (,_ dq\ 

f Y àr'r 



7.oLgx^^di>.dxsl dq\^ 

7 V "'^j' 
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on aura ainsi, en n'ayant égard qu'à ces forces, 

rfN _ C C 7.<xgr^^diLdm l_, dq dq\ 

df -JJ 7 K^df-^wr 

rfN' _ r C^ agr^^diJ.dm ( dq dq \ 

'dT-JJ- f [''dF-'Wr 

rfN" _ r C ^agyK^dixd f!, ( dq dq 

Rapportons les différences partielles -r^» -r^ et ^ aux variables R, 
(A et (7. Pour cela, nous observerons que l'on a 

d'où il est facile de conclure 

dq I -z dq sinro dq tiJ i— u^cosm dq 

— = ^^-^^ cosm-^- —== ^ g ^, 

àq _ /- — i „:_„ dq cosro dq n ^ /i-fx»s in ra dq 

dy-^'-i" '""'"dR'^SvT^^^ R â^ï' 

dz' ~'^dR R dp' 

on aura ainsi, en observant que, dans les valeurs de -jrf -jr-» —jr-t on 
peut, en négligeant le carré de g, supposer R = i et/= a. 



§ =ff»8rdf^dr.^£ 



d^' ce j j ( r ï àq ttsinoj dq\ 

-dT^jJ -Srdi^dr.(^r-i.^cosn, ^ + -^=^ -^Jj 



rf/ 



j j ^gr^i^dm [six- 11^ sïnm -^ 



Déterminons présentement les valeurs de -jr' ;j> et > relatives à 
l'attraction de la couche aqueuse sur le sphéroïde terrestre. Il est clair 

Œuvres de L, — II. 44 
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que, si ce sphéroïde et Tocéan qui le recouvre formaient une masse 
solide, il n'y aurait aucun mouvement dans cette masse en vertu de 
l'attraction de toutes ses parties; l'effet de l'attraction de la couche 
aqueuse sur l'océan, ajouté à l'effet de son attraction sur le sphéroïde 
terrestre, est donc égal et d'un signe contraire à l'effet de l'attraction 
de la Terre entière sur la couche aqueuse; d'oii il suit que l'effet de 
l'attraction de cette couche sur le sphéroïde terrestre est égal à la 
somme des effets de l'attraction de la Terre entière sur la couche, et 
de l'attraction de la couche sur l'océan, cette somme étant prise avec 
un signe contraire. 

La résultante de l'attraction de la Terre entière sur la petite colonne 
^yd\Ldx3 de la couche aqueuse et de la force centrifuge est perpendicu- 
laire à la surface d'équilibre de la mer; on aura donc l'attraction de la 
Terre entière sur cette colonne, en la concevant animée de cette résul- 
tante et de la force centrifuge prise avec un signe contraire. La pre- 
mière de ces deux forces est la pesanteur g^ qui doit être multipliée 
par la masse ^yd]Ldxs de la molécule; en supposant donc que l'équa- 
tion de la surface d'équilibre de la mer soit 

on aura, par ce qui précède, les parties de -^> -^ et -^ relatives 

à cette force, en changeant, dans les expressions précédentes de ces 
quantités, q en q\ Il faut de plus, comme on vient de le dire, les 
prendre avec un signe contraire; en les réunissant ainsi aux expres- 
sions précédentes, et observant que q'—q exprime la profondeur de 
la mer, que nous supposons très- petite et que nous représenterons 
par y, on aura 



-jj.grd^dr.{^v-i.^sm^^^ - ^^^p %y 
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Il faut maintenant considérer l'effet de la force centrifuge prise avec 
un signe contraire, et le retrancher de ces valeurs, ce qui revient 
à leur ajouter l'effet de la force centrifuge. Si l'on désigne par n 
la vitesse de rotation de la Terre, la force centrifuge de la petite 
colonne ^yd^dxs sera v}\^\ — ^\ en la multipliant par la masse 
de la colonne, on aura (tn}yd\LdwyJi — \i} pour la force entière. 
Cette force est dirigée suivant le rayon du parallèle terrestre; en la 
décomposant en deux, l'une parallèle aux x' et l'autre parallèle 
aux y\ on aura ftn^y d\Ldi3 ^i — \l^cost3 pour la première, et 
a/i*jrfpt.rfCT\/i — pL^sinu pour la seconde; on aura donc, pour les 

parties de ^ ? -,.- et -, - relatives à la force centrifuge. 



rfN 
dt 

dW 
dt 



o, 



Il nous reste à déterminer l'effet de l'attraction de la couche aqueuse 
sur l'océan. Pour cela, représentons par ail la somme des molécules 
de cette couche, divisées par leurs distances respectives à une molé- 
cule de l'océan, déterminée soit par les quantités R, pi et u, soit par 

les coordonnées x', y\ z'\ a^— ' « 3-r et a ^7 seront les attractions 

de la couche sur cette molécule parallèlement à ces coordonnées, 
ces attractions tendant à les augmenter. La masse de la molécule est 

R*rfRrfpt.rfCT; on aura donc, pour \^ parties de ^--î -^-> -^— relatives 
à l'attraction de la couche aqueuse sur l'océan, 

///«R«.R.H.(/^^-.'^;-). 

44 



^ dx' 
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Pour intégrer ces fonctions relativement k R, nous observerons que, 
la profondeur de la mer étant supposée trës-petite, on peut supposer 
R = I et /R*rfR = y. Si, de plus, on change les différences par- 
tielles :r-r> -TT ct 3-7 cn d'autrcs relatives aux variables R, w et a, 

dx ôy dz ^ 

les fonctions précédentes deviendront, en les prenant avec un signe 

contraire, 

dU 



dm ^ 
dm 



r r ^ ^ f I — 5 • ^u acosGj aux 

— I \ay dadmX Jx—ul^ sm©:j ^ -r- !• 

Si Ton réunit ces valeurs aux expressions partielles de -^> -^ et -t-- 

trouvées ci-dessus, on aura, pour les expressions entières de ces quan- 
tités relatives à l'attraction et à la pression de l'océan sur le sphéroïde 
terrestre, 

— //a n»7 dfj.dvt.fl ^i — f-* cos©, 

— ffan^xdfidm.fJL ^i — [x'^ sincj. 

Les intégrales précédentes doivent être prises depuis pt. = — i jusqi 
a — I , et depuis ci = o jusqu'à w égal à quatre angles droits. En io 
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on aura donc 






On trouvera pareillement 

les expressions précédentes de .-» ".- et - . - deviendront ainsi 
«'N' rr j j F/- i / àr à\i\ usine/ dr dU\l 



- ffein'xdfidm.ff. ^i — ;** cosin, 



rfN' 



— //a n^ j {/fjt rfcj.jut y^ I - - jut^ sin cj. 



11. Déterminons maintenant Tinfluence de ces quantités sur les 
mouvements du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité. 
Pour cela, reprenons les équations (D') du n? i. Si Ton néglige les 

quantités très-petites -^ - qrdty rpdt et -^ ' pqdi; si, de 

plus, on observe qu'ayant pris pour les axes des œ\ des y' et des z 
les axes principaux, on a ç — o, 6 — o, on aura 

. rfN . r/N^ . rfN' 

On voit d'abord que les termes dépendants de très-petits angles, que 
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contient ^N, peuvent, par l'intégration « en produire de très-grands 
dauB la valeur de p; il est donc nécessaire d'avoir égard à ces terinesi 
On a vu« dans le n® 4, que 

de 

jf- = r sin^ — q. coscp, 



en faisant donc 



dif 

-T^- sin0=:rcos9-4-ç sincp; 



çW _ ^ d ^ sin Q _ „ 
dt ~^ ' dt ' ~^ ' 



et observant que dtf est à trës-peu près égal à ndt, on aura 

cJr^~ dr sin 9 — dq coscp -h njr'^dty 
dy''=^ rfrcos9 "+" ^? sincp — nafdt. 

Si l'on substitue pour dq et dr leurs valeurs précédentes» dans les- 
quelles on peut changer A et B en C, on aura 

dx"— — ^ - sin9 — p- coscp -h n^^dt, 
djr"^ — -^ C0S9 -I — ^- sin9 — nx^dt. 

o -A II I. / •. . \ * 1 j rfN'sin9 -h rfN'^cos9 

Soit Ha/cos(i/ -h s) un terme quelconque de — ^ ^ - —^ et 

Wdis\n{ii -h t) le terme correspondant de ^ — *^ les 

termes correspondants de a/' et de y" seront 

^ = -J^Zln^ sm(i/ -h e), /"= ITT^- ^^^l'^ "+- 0- 

Les termes dépendants de très-petits angles, ou dans lesquels i est fort 
petit, sont encore peu sensibles dans les valeurs de a?" et de y"; mais 
l'intégration les rend très -sensibles dans les valeurs de 6 et de ^, et 
l'on a vu, dans le n® 4, que la précession et la nutation dépendent de 
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termes semblables; il est donc essentiel (l*y avoir égard. Ces termes 
sont produits par ceux de dîi' et de dN" qui dépendent d*angles très- 
peu différents de nt; car, en les multipliant par sinç et par cosç* il 
en résulte des termes dépendants de très-petits angles; ainsi Ton doit 
faire une attention particulière à ces termes. 

Les termes dans lesquels i est très-peu différent de n deviennent fort 
grands dans les valeurs de x" et de y'\ parce que le diviseur i' — n* 
est alors très-petit. Ces termes résultent de ceux de rfN' et de dîi" qui 
renferment de très-petits angles, et auxquels il est nécessaire, pour 
cela, d'avoir égard. Ils peuvent encore être produits par les termes de 
rfN' et de dN" dépendants d'angles très-peu différents de ant; en effet, 
si, par exemple, rfN' renferme le terme Ldtsiin{2nt -hvt-h e), i^ étant 

très-petit, il en résultera, dans la fonction - — ^ -r -y le terme 

-TT a^cos(2/i/ — o-f-f^z-l- t), et dans la fonction -^- , — — -^» le 

terme — dts\n{2nt — (f -h i^t -^ t). Mais, dans ce cas. H' étant égal 

à H, les expressions correspondantes de y" et de af' perdent leur très- 
petit diviseur i — n, et par conséquent sont insensibles. On verrait de 
même qu'un terme de rfN"de la forme Ldtcos{2nt -¥- i^t -h i) ne pro- 
duirait dans œ" et y'' que des quantités insensibles; il ne faut donc 
avoir égard, dans les valeurs de rfN, dN' et rfN", qu'aux termes dé- 
pendants de très-petits angles ou d'angles très-peu différents de nt. 
Pour analyser ces différents termes, il est nécessaire de rappeler les 
équations différentielles du mouvement de l'océan. Considérons une 
molécule de sa surface, déterminée, dans l'état d'équilibre, par les 
coordonnées pt. et cr; concevons que, dans l'état de mouvement, elle 
soit élevée de la quantité ay au-dessus de la surface d'équilibre, que 
sa latitude soit diminuée de la quantité a^/, et que l'angle n soit aug- 
menté de oLç. Nommons encore u la déclinaison de l'astre L, n son 
ascension droite, et r, sa distance au centre de gravité de la Terre. 

Soit 

3L 

xf— ;— ^ [cosfi'sinu -r- siii() cosL>cos(n — 9 — ©)]'; 
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on aura, par les n^ 3 et 4 du Livre IV, les trois équations suivantes 

d,yu^—fx^ d.yv 

dfjL dcj ' 

d^u dv , / dr d\] df\ j - 

^^^ -4 on ^" ^ - ^àm dm dm 

Si Ton ne considère que les angles croissant avec une extrême lenteur • 
ou indépendants de 9, il est visible que la partie de/ relative à ces 
angles est indépendante de u; les parties dey et de U relatives aux 
mêmes angles seront donc elles-mêmes indépendantes de u, en sorte 
qu'en ne considérant que ces termes, on aura 



àf dr ôV 

dm dm dm 



et par conséquent 



rfN 
dt 


— 0, 






rfN' 
dt 


sinç 


+ 


rfN* 
dt 



^cos9=j^J«yrf^rf^^-^^.sin(9-^^)(g-g-^-^) 

-^ COS9 - -^ sm9 = J j ay rffxrf© v^i- /xî« cos(9 -}- Gj) l^g- ^ - ^ 

On a vu, dans le n® 6 du Livre IV, que, relativement aux termes crois- 
sant avec une extrême lenteur, on peut supposer, à très-peu près, 

dr d\} df 

° dfjt dfx dyi 

Cette équation est d'autant plus exacte que ces termes varient avec 
plus de lenteur, et qu'ils ont, par conséquent, plus d'influence sur 
les mouvements de l'axe de la Terre; on a donc, relativement à ces 

OKuvres de L, ^ W. 4^ 
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termes, 

</N'sinoH-rfN"coso rr , , , . , , df 

dJ -^ =j jcc/d[idv3^i-ix.*stn[<f-hm)^^, 

rfN'cos9-rfN"sin9 rr . . . , .df 

T.^- Z=J Jgr/d[i dm ^t- II* cos(<f + w)^' 

Considérons présentement les parties de -^ et de -77- qui dépendent 
d'angles très-peu différents de nt. On a 

rfN'sin(p-^rfN''cos9 C C j j , ; • / ^l àr <JU\ 

__ JJ«yrf^rf.,^cos(?-. «) (g g - g) 

La première des équations (I) donne 

//«««rfM-f^^T^ sin(<p -. .) (^^^^ - '-£). 
En intégrant depuis pt. — ^ i jusqu'à pt. — i, on a 

on a pareillement, en intégrant depuis xs^o jusqu'à xs égal à quati*e 
angles droits, 

1 (/Ti7sin(9 -4- Gj) -~- — — fyvdmcos[(^ h- bj); 

partant, 

ffan^jr dixdfs.fJL \/ 1 - a^sin{(p -h cj)-- — ffan^y u diidm (i ~ 2]tjt') sin(9 -+- gj) 

-hffan^yvdfjidfs.fxy/i— u^ cos((^ — zs\ 

On peut supposer y a développé dans une suite de termes de la fornif 
Hco8(i/-h5CT-f- c), H étant fonction de pt. seul, et s étant un nombre 
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entier positif ou négatif, ou zéro, les nombres fractionnaires étant 
exclus, parce que y a est le même lorsque cr — o et lorsque xs est égal 
à quatre angles droits. Pareillement, yt^ peut être supposé développé 
dans une suite correspondante de termes de la forme Msin(eV-i-5CT-r-6), 
M étant fonction de [Jt. seul. Soient H' et M' les valeurs de H et de M 
relatives au même arc il et qui correspondent à ^ = i. Le coefficient i 
étant supposé très-peu différent de /i, l'angle iV — 9 -h e croît avec une 
lenteur extrême; en ne conservant donc que les termes dépendants de 
cet angle, on voit que les termes de y a et de y t' dans lesquels s est 
différent de l'unité renferment l'angle u dans les intégrales précé- 
dentes, et disparaissent ainsi par l'intégration relative à cj; on a donc 

//a/j^/rffjtrfcj.fjt v^i — fx*''sin(9 -\-ja) 

= (xn^T:sin{it -f- e — <^)fdij. [(i— ^fi^) H' -f- /x )/y--]i^M']. 

Si Ton multiplie la seconde des équations (I) par ayrf(Arfcysin(9 -h n), 
et qu'on l'ajoute à la troisième multipliée par 



or/diJLdxn.fJL ^i — fi^ cos{(i^ -h cj), 

on aura 

/ j(xydyLdw\ -^-^ sin((p-hm)4-2n/x*^- 003(9-1-01) 

d^v r- ^^ 1 

-+-^f^V'-f^'^^s(9-rGj)-2/j — /xv/i-K^sin(9"hGj)J 

^-U«yrf^rfev^rr^sin(9H-^) (g^|: _ g _ |:) 

En substituant pour y a et pour yf^ l'ensemble de tous leurs termes re- 
latifs à l'angle it, et observant que i est supposé très-peu différer de n, 
le premier membre de cette équation deviendra 

on aura donc, en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels i est à 

45. 
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très-peu près égal à n, 

SS^^^X rffjtrfcj./x v/i — fx^ sin (9 -H cj) 



d'où Ton tire 



EL 



rfN'sin9-i-rfN"cos<p C C ^ ^ 1 5 • , . a 



On trouvera de la même manière 



rfN'cos9-rfN''sin9 C C ^ ^ 1 5 , \ 



EL 



Ces deux équations ont donc lieu lorsque Ton n'a égard qu'aux angles 
croissant avec beaucoup de lenteur, et Ton a vu précédemment que le 
premier terme du second membre de chacune d'elles renferme encore 
tout ce qui se rapporte aux angles très-peu différents de nt; en sorte 
qu'elles embrassent tout ce qui a rapport à ces deux espèces d'angles, 
les seules qui peuvent influer sensiblement sur les mouvements de la 
Terre autour de son centre de gravité. En réunissant ces équations 

à l'équation -^ = o, on aura ce qui est nécessaire pour déterminer 

l'influence de la mer sur ces mouvements. 

J'observe maintenant que ces diverses équations sont les mêmes que 
si la mer formait une masse solide avec la Terre. Pour le faire voir, 
déterminons les valeurs de rfN, rfN', rfN" relatives à la mer, dans 
cette hypothèse. La valeur de V du n** 3 est égale à très-peu près à 

L LR* 

- 4- R'a/ ^î ce qui donne, par le même numéro, en substituant 
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K'dKdii.dis pour dm, 

La profondeur de la mer étant supposée très-petite, et le rayon R étant 
k très-peu près égal à l'unité, on a, relativement à la mer, 

et par conséquent 



-=//...*.(..^-..^) 



On trouvera de la même manière 

îfN" _ r r .. ^.. j_ (^> àf ,, df 

dt 



=//...*(..^-.^) 



En transformant, par le n** 10, les différences partielles en d'autres 
relatives aux variables R, \l et C7, on aura 



rfN 
dt 

dW 
dt 

dt 
ce qui donne 






<fN'sin(p + dN''cos(p C C j ^ i i • / x^f 

di "^J j «7<'f*<'® v/«- (*' s«n{? + rsj)-^ 

- --^t - ^ = J j «y rffx rfiîj v'i - /*» cos (9 + ra) ^ 

-r- 1 \ari/du.dm-zJl^-s\n[(f + ns)-~-t 
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et, si Ton n'a égard qu'aux termes croissant avec une extrême lenteur, 
^ = o. Ces équations sont les mêmes que nous avons trouvées ci- 
dessus, d'où résulte ce théorème remarquable, savoir, que les phéno- 
mènes de la précession des équinoxes et de la natation de Vaxe de la 
Terre sont exactement les mêmes que si la mer formait une masse solide 
ai^ec le sphéroïde quelle recoui^re. 

Il existe cependant un cas mathématiquement possible dans lequel 
ce théorème cesse d'avoir lieu : c'est le cas où le noyau terrestre recou- 
vert par l'océan serait formé de couches sphériques. Il est clair qu'alors 
il n'y aurait aucun mouvement dans l'axe de rotation du noyau en 
vertu des attractions du Soleil et de la Lune et de l'attraction et de la 
pression de la mer, puisque la résultante de toutes ces forces passerait 
par le centre du noyau. Voyons ce qui empêche l'analyse précédente 
de s'étendre à ce cas. 

Les parties des expressions de ay, aa et a(^ qui influent sur les mou- 
vements de l'axe terrestre sont celles qui dépendent des sinus et cosinus 
d'angles de la forme it 4- u, dans lesquels i est très-peu différent de /i, 
et l'on a vu, dans le n® 8 du Livre IV, que ces parties sont relatives aux 
oscillations de la seconde espèce. Ces oscillations peuvent être déter- 
minées dans ce cas par le numéro cité; 1 étant très-peu différent de /i, 
les expressions de y, u et (", relatives à l'angle il-hu^ sont de la forme 



— k 
u — — cos(i/ -f- ©), 

=■'«»('- si) - »' 



*»(-è) -»"''-'" 



sin(i7 4-Gj). 



La profondeur de la mer est /(i — ^pi'); or ou a, par le n? 34 du 
Livre III, pour la condition de l'équilibre, 

■ 5n«p 

{iop~b)g 
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ce qui rend infinies les expressions précédentes de y, u et v; mais, 
comme elles ne deviennent infinies que par la supposition de 1-/1 = 0, 

il en résulte qu'alors y, u eiv sont de Tordre -^-^^^ Ainsi l'on ne peut 

plus supposer dans l'équation (0), comme nous l'avons fait, 1 = /i, en 
différentiant a et (^ par rapport au temps /. Il faut, dans ces différen- 
tielles, avoir égard au facteur i— n qui, multipliant les parties de u 
et de V divisées par 1 — /i, donne des produits indépendants de 1 — n. 
Ces produits rendent nulles les parties de rfN' et de rfN" relatives à 
l'attraction et à la pression de la mer sur le sphéroïde terrestre. 

Nous observerons ici que, dans le cas précédent, les oscillations de 
la mer dépendantes de l'angle it -h n sont très-grandes lorsque i est 
très-peu différent de /i, et c'est ce qui a lieu par rapport aux termes 
dépendants du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire, [i—n)t 
exprimant alors ce mouvement; mais une très-légère résistance de la 
part du sphéroïde terrestre suffit pour diminuer considérablement ces 
oscillations. La mer, en vertu de cette résistance, agit horizontalement 
sur le sphéroïde, et par cette action elle influe sur les mouvements de 
son axe. On verra, dans le numéro suivant, que, dans ce cas, qui est 
celui de la nature, le théorème précédent subsiste. 

12. L'analyse précédente, quoique très-générale, suppose encore que 
la mer recouvre en entier le sphéroïde terrestre, que sa profondeur est 
régulière, et qu'elle n'éprouve point de résistance de la part du sphé- 
roïde qu'elle recouvre. Ces suppositions n'ayant pas lieu dans la na- 
ture, on peut douter que le théorème précédent s'applique exactement 
à la mer. Comme il est très-important dans la théorie des mouvements 
de la Terre, en voici une démonstration générale, quelles que soient 
les irrégularités de la figure et de la profondeur de la mer et les résis- 
tances qu'elle éprouve. Pour cela, je vais rappeler le principe de la 
conservation des aires, qui a été démontré dans le Chapitre V du Livre 1 : 

Si Von projette sur un plan fixe chaque molécule d'un système de corps 
qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur les autres; si déplus 
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on mène, de ces projections à un point ^xe pris sur le plan, des lignes que 
nous nommerons rayons vecteurs; la somme des produits de chaque 
molécule par l'aire que décrit son rayon vecteur est proportionnelle au 
temps, en sorte que, si l'on nomme A cette somme, et t le temps, on cuira 
A^= ht, h étant un coefficient constant. 

Ce principe a, dans la question présente, le grand avantage d*étre 
également vrai dans le cas où le système éprouve des changements 
brusques, comme cela a lieu pour la mer, dont les oscillations sont 
brusquement altérées par les frottements et par la résistance des ri- 
vages. 

Si le système est soumis à l'action de forces étrangères, A ne sera 
plus proportionnel au temps t^ et par conséquent l'élément dt du temps 
étant supposé constant, la valeur de rfA ne sera plus constante. Pour 
déterminer sa variation, on considérera toutes les molécules du sys- 
tème comme étant en repos et isolées; on fera ensuite une somme de 
tous les produits de chaque molécule par Taire que décrirait son rayon 
vecteur dans l'instant dt, en vertu des forces étrangères qui la solli- 
citent, et cette somme sera égale à rf'A; car il résulte du principe que 
nous venons d'exposer que la réaction des différents corps du système 
ne doit rien changer à cette valeur de rf^A. 

Concevons, cela posé, une masse en partie fluide, et qui tourne au- 
tour d'un axe quelconque; supposons qu'elle vienne à être sollicitée 
par des forces attractives très-petites de l'ordre a, et qui laissent en 
repos son centre de gravité. Si l'on fait passer par ce centre un plan 
fixe, que nous prendrons pour plan de projection, et que l'on fasse 
partir de ce même point les rayons vecteurs des différentes molécules, 
la somme des produits de chaque molécule par l'aire qu'aura décrite 
son rayon vecteur sera, aux quantités près de l'ordre a*, la même que 
si la masse eût été entièrement solide. Il suffit, pour le faire voir, de 
prouver que la valeur de d^X sera la même dans la supposition de la 
masse en partie fluide et dans celle de la masse entièrement solide; or, 
si l'on considère qu'après un temps quelconque la figure de la masse et 
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la manière dont elle se présente à l'action des forces étrangères ne peu- 
vent différer, dans ces deux hypothèses, que de quantités de Tordre a; 
si Ton observe d'ailleurs que ces forces ne sont elles-mêmes que de 
l'ordre a, il est aisé d'en conclure que la différence des valeurs de rf^A, 
dans ces mêmes hypothèses, ne peut être que de l'ordre a*, et qu'ainsi, 
en négligeant les quantités de cet ordre, on peut supposer les valeurs 

correspondantes de ^ égales entre elles dans ces deux hypothèses. 

Imaginons présentement que la masse dont nous venons de parler 
soit la Terre elle-même, que nous regarderons d'abord comme un 
sphéroïde de révolution très -peu différent d'une sphère, et recouvert 
d'un fluide de peu de profondeur. L'action du Soleil et de la Lune exci- 
tera des oscillations dans le fluide et des mouvements dans le sphé- 
roïde; mais ces oscillations et ces mouvements doivent, par ce qui 
précède, être combinés de manière qu'après un temps quelconque la 

valeur de ^r soit la même que si la Terre eût été entièrement solide. 

Cherchons d'abord cette valeur, dans cette dernière supposition. 

Soit, à l'origine du mouvement, l'inclinaison de l'équateur à un 
plan fixe, que nous supposerons être celui de l'écliptique à une époque 
donnée; ^ l'angle que forme l'intersection de ce plan et de l'équateur 
avec une droite invariable menée sur le plan de cette écliptique par le 
centre de gravité de la Terre; soit, de plus, nt le mouvement de rota- 
tion de cette planète. Il est clair que tous les changements qui sur- 
viennent dans le mouvement du système, après le temps t, dépendent 
des variations de 0, ^ et n. Supposons qu'après ce temps, se change 
en 6 -f- aS9, ^j; en ^ -h aSij;, et /i en n -+- aS/i. On a vu précédemment 
que les seuls termes auxquels il soit nécessaire d'avoir égard sont ceux 
qui croissent proportionnellement au temps, et ceux qui, étant pério- 
diques, sont multipliés par des sinus et des cosinus d'angles croissant 
très -lentement, et divisés par les coefficients du temps t dans ces 
angles; on peut donc, en n'ayant égard qu'à ces termes, supposer 6, 
4! et 71 constants, en différentiant la fonction A. 

Concevons maintenant que le plan fixe sur lequel on projette les 

ORuvrei de L, — II. 4^ 
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mouvements des molécules de la Terre passe par son centre de gravité, 
supposé immobile, et forme Tangle y ^vec Técliptique fixe dont nous 
venons de parler, et que l'intersection de ces deux plans forme l'angle ê 
avec la droite invariable d'où nous faisons commencer l'angle ^; on 
aura, à l'origine, 

dt ~^^' 

M étant fonction de 0, ^, n, et des quantités y et ê qui déterminent la 
position du plan de projection. Après un temps quelconque /, on aura 

rfA 

--TT- en changeant, dans M, 9, v|/ et /i en 9-h(xS9, ^-t-aS^ et n-haX/i; 

en désignant donc par aS ^ la variation de -rp après ce temps, on 
aura, en négligeant les quantités de l'ordre a^, 

.d\ .^dM ., dM , dSL 

OL Ô -jy --■ a Ôd jzr -\- ÛCOdf ^-p 4" « O/l \— • 

dt od ^ o^ an 

Nommons G la somme des produits de chaque molécule de la Terre 
par le carré de sa distance à J'axe de rotation, et V l'inclinaison du 
plan de projection sur l'équateur terrestre; il est aisé de voir que l'on 
aura M = ^/iC cosV; or on a 

cosV = cosycos0 -+- siny sinô cos(6 — ^); 
on aura ainsi 

I \\°^^7r î^'*^ 1 ^^[siny COS0 ces (6 — vj;) — cosy sin &] -+- i^ siny sind sin (6 — 4') | 

f-^aCd/i[cosycos6-hsinysin9cos(ê — vj;)], 

expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible, déterminer C 
comme si la Terre était une sphère. Cherchons présentement l'expres- 
sion de la même quantité dans le cas où la Terre est un sphéroïde 
recouvert d'un fluide de peu de profondeur. 

Soient Xô', X^' et W les variations de 9, ^ et /i relativement au sphé- 
roïde, en ne conservant dans ces variations que les termes ou propor- 
tionnels au temps, ou multipliés par des sinus ou des cosinus d'angles 



[q) 
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croissant très-lentement» et divisés par les coefficients du temps dans 
ces angles. Il est clair, par ce qui précède, qu'il en résulte, dans la 

valeur de ^> une variation à très-peu près égale à 

yanCJ W[siny cos0cos(6 — +) — cosysinô] -f-dvj;'siny sin0sin(ê — ^) j 
H- |aC dn' [cosy cosô -4- siny sin 6 cos(6 — ip)]» 

le peu de profondeur du fluide permettant de regarder ici C comme 
représentant encore le produit de chaque molécule de la Terre par le 
carré de sa distance à Taxe de rotation. Pour avoir la variation entière 

de -T-î il faut ajouter à la variation précédente celle qui résulte du 
mouvement du fluide, et que nous désignerons par a SL; or on a vu 
que la variation entière de -r- est égale à celle que donne l'équa- 
tion (/>), et qui aurait lieu si le fluide qui recouvre la Terre formait 
une masse solide avec elle; on aura donc, en égalant ces deux va- 
riations. 



o = anC)((J0'— 50) [siny cosôcos(6vj;)— cosy sin ô]H-(avj;'-dvj;)sinysin0sin(6--vj;) 
-h a C [dn' — in) [cosy cos -h sin y sin 6 cos (6 — ^)'\ -+- 2 adL. 

Les seuls termes de l'expression de aSL auxquels il faut avoir égard 
sont ceux qui sont proportionnels au temps, ou qui, renfermant les 
sinus ou cosinus d'angles croissant avec beaucoup de lenteur, sont 
divisés par les coefficients du temps dans ces angles. On peut, dans 
le calcul de ces termes, n'avoir point égard aux variations du mou- 
vement du sphéroïde terrestre, parce que l'influence de ces variations 
sur la valeur de aSL est, par rapport à ces variations elles-mêmes, 
du même ordre que le rapport de la masse du fluide à celle du sphé- 
roïde. On peut ensuite, dans le calcul des attractions du Soleil et de 
la Lune sur la mer, négliger la partie de ces attractions dont la résul- 
tante passe par le centre du sphéroïde, et qui tiendrait par conséquent 
la Terre en équilibre autour de ce centre, si la mer venait à se conso- 
lider; car il est clair qu'en vertu de cette force la variation de -tt- se- 
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rait nulle dans cette hypothèse, et, par ce qui précède, l'état de fluidité 
de la mer ne peut influer sur cette variation. Cette partie des attrac- 
tions produit dans Tocéan les oscillations de la première et de la troi- 
sième espèce, que nous avons considérées dans les n^' 5, 6, 9 et 10 du 
Livre IV. Quant à l'autre partie des attractions lunaire et solaire, on 
a vu, dans les n*^ 7 et 8 du Livre IV, qu'elle produit les oscillations 
de la seconde espèce, dont dépend la diflerence des deux marées d'un 
même jour; or, sans être en état de déterminer ces oscillations pour 
toutes les hypothèses de profondeur et de densité de la mer, on a vu 
cependant, dans les numéros cités, que les expressions de ces oscilla- 
tions ne renferment ni termes proportionnels au temps, ni sinus ou 
cosinus d'angles croissant très- lentement, divisés par les coefficients 
du temps dans ces angles; en désignant donc par x\ y\ z' les trois 
coordonnées rectangles qui déterminent la position d'une molécule 
fluide, que nous représenterons par dm^ relativement au plan de pro- 
jection, x\ y\ z\ ainsi que -rr^ -^^ 57-» ne renfermeront aucun 
terme semblable, et cela est encore vrai de la diflerentielle ^ -^ ~1^ — 

/» x'dr' y' dx' 
dm — —jf » étendue à toute la masse fluide : 

cette intégrale représentant la partie de -^- qui est relative au fluide, 

il en résulte que sa variation aSL ne renferme aucun terme de la nature 
de ceux dont il s'agit; on peut donc eflacer 2a$L de l'équation (ç), 
ce qui la réduit à celle-ci 

o:=n[àB' — d0)[sinycos0cos(6— ^) — cosysinô] 
-Mi((JvJ;' — ivj;) siny sin0 sin (6 — <j>) 
H- ((Jn' — (Jii)[cosycos0H-sinysin0cos(6-- •j')]- 

Cette équation ayant lieu, quels que soient y et 6, on peut y suppose 
d'abord 6 = v|; et y = 8, ce qui donne o == Sn'— S/i; l'équation préc 
dente devient ainsi 

o = [iO' — dô)[sinycos9cos(6 — +) — cosysinf)] 
-^[i^'r-i^) siny sin0sin(6-i|;). 
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En supposant y = o dans cette équation, on aura o = S6'— S8, et par 
conséquent aussi o = ^'-' ^; on aura donc 

dn' = dn, 96':= de, d^'=:^, 

d'où il suit que les variations du mouvement du sphéroïde terrestre 
recouvert d'un fluide sont les mêmes que si la mer formait une masse 
solide avec la Terre. 

Maintenant il est facile d'étendre la démonstration précédente au 
cas de la nature, dans lequel la figure de la Terre et la profondeur de 
la mer sont fort irrégulières, et les oscillations des eaux sont altérées 
par un grand nombre d'obstacles; car tout se réduit à faire voir que 
aSL ne renferme alors ni terme proportionnel au temps, ni sinus ou 
cosinus d'angles croissant avec lenteur, divisés par le coefficient du 
temps dans ces angles; or, si l'on se rappelle ce que nous avons dit 
dans les n®* 14 et suivants du Livre IV, on voit que les expressions des 
coordonnées des molécules de l'océan ne renferment point de termes 
semblables; elles dépendent, à la vérité, des éléments de l'orbite de 
l'astre attirant, et ces éléments, croissant avec lenteur, introduisent 
dans les expressions de ces coordonnées des termes semblables, mais 
sans être divisés par de très-petits coefficients. Il est donc généralement 
vrai que, de quelque manière que les eaux de la mer réagissent sur la 
Terre, soit par leur attraction, ou par leur pression, ou par leur frotte- 
ment et les diverses résistances qu'elles éprouvent, elles communiquent 
à l'axe de la Terre un mouvement à très- peu près égal à celui qu'il 
recevrait de l'action du Soleil et de la Lune sur la mer, si elle venait à 
former une masse solide avec la Terre. 

Nous avons fait voir (n** 8) que le moyen mouvement de rotation de 
la Terre est uniforme, dans la supposition où cette planète est entière- 
ment solide, et l'on vient de voir que la fluidité de la mer et de l'at- 
mosphère ne doit point altérer ce résultat. Les mouvements que la 
chaleur du Soleil excite dans l'atmosphère, et d'où naissent les vents 
alises, semblent devoir diminuer la rotation de la Terre : ces vents 
souffient entre les tropiques, d'occident en orient, et leur action con- 
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tinuelle sur la mer, sur les continents et les montagnes qu'ils ren- 
contrent parait devoir affaiblir insensiblement ce mouvement de rota- 
tion. Mais le principe de la conservation des aires nous montre que 
l'eflet total de l'atmosphère sur ce mouvement doit être insensible; 
car, la chaleur solaire dilatant également l'air dans tous les sens, elle 
ne doit point altérer la somme des aires décrites par les rayons vec- 
teurs de chaque molécule de la Terre et de l'atmosphère, et multipliées 
respectivement par leurs molécules correspondantes, ce qui exige que 
le mouvement de rotation ne soit point diminué. Nous sommes donc 
assurés qu'en même temps que les vents alises diminuent ce mouve- 
ment, les autres mouvements de l'atmosphère qui ont lieu au delà des 
tropiques l'accélèrent de la même quantité. On peut appliquer le même 
raisonnement aux tremblements de terre, et en général à tout ce qui 
peut agiter la Terre dans son intérieur et à sa surface. Le déplacement 
de ses parties peut seul altérer ce mouvement; si, par exemple, un 
corps placé au pôle était transporté à l'équateur, la somme des aires 
devant toujours rester la même, le mouvement de rotation de la Terre 
en serait un peu diminué; mais, pour que cela fût sensible, il faudrait 
supposer de grands changements dans la constitution de la Terre. 

13. Comparons maintenant la théorie précédente aux observations, 
et voyons les conséquences qui en résultent sur la constitution 
du globe terrestre. Si, dans l'expression de 6 du n^ 6» on réduit 

ly cos (//-+- 6) dans une série ordonnée par rapport aux puissances 

de /, on aura, en ne conservant que la première puissance, 

ic le 

1 -/. cos(/V -h ^) — 1 -- cosê — //2c sine. 

Prenons pour plan fixe celui de l'écliptique au commencement de 1750, 
où nous fixerons l'origine du temps /. Le carré de l'inclinaison de 
l'écliptique vraie sur ce plan étant, par le n® 5, 

[Ic&inift -h 6)p 4- [2ccos(//-f- 6)]», 
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on a 

2c sine = o, 2ccos6=:o, 

ce qui donne, en négligeant le carré de//, 

le le 

2 -t; cos (// -4- 6) -- 2 y cos6. 

En retranchant ce terme de A, on aura l'inclinaison moyenne de Té- 
quateur à Técliptique au commencement de 1750; mais, h étant arbi- 
traire, on peut supposer qu'il exprime cette inclinaison moyenne, et 

alors il faut augmenter la valeur de h de 2yCosë dans les autres 

termes de l'expression de 0; mais, vu la petitesse de ces termes, on 
peut se dispenser de cette opération. On aura ainsi 

Q — h-^ 7 -^-.-ja COSlf t-\- ê ) H r-^-^TT ( COS ai' H j- AC0S2i''l; 

(iH-X)/ ^^ ' im[i-\-l)\ m! /' 

la valeur de 0' du n** 7 deviendra 

(i-hX)^ ^ ' 2m(i-f-A)\ m I 

Enfin, les valeurs de ^ et de ^' des n*^ 6 et 7 deviennent, en compre- 
nant dans / tout ce qui multiplie t, 

^ ~lt — ; r-(sin2VH -, \ sinai'' I -h ; ^-—^^ colaAsinf/'/ - 6'), 

^ im[\-\-\)\ m' ) (ï-^^)/ 

^' -zlt — t col A 2 c/'cosê VT ( sin 2 i^ -4 r X sin iv'\ 

^ '^ 2m(i -f- A) \ m I 

^'T^col2Asin(/'/-^6'). 



Le terme — / 2 (/sin 6 de l'expression de 0" exprime la diminution sé- 
culaire actuelle de l'obliquité de l'écliptique; les observations laissent 
encore de l'incertitude sur cet objet. En prenant un milieu entre leurs 
résultats, on peut fixer cette diminution à i^l\,"/i dans ce siècle; ainsi, 
T représentant une année julienne, nous supposerons 

T2c/sinSrz^ i",543. 
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Cette équation donne, par la théorie des planètes, que nous expose- 
rons dans le Livre suivant, 

T 1 cf cosS — o", 24794. 

Les observations donnent à très-peu près la précession annuelle des 
équinoxes dans ce siècle égale à 1 54''» 63 ; partant, 

/T — o'', 24794 «col A = 154*^,63. 

L'obliquité de l'écliptique en 1760 a été observée de 26*^,0796; c'est 
la valeur de A, d'où l'on tire 

/T = i55%2o. 

L'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire à l'écliptique est de 5*^,7188, 

ce qui donne 

c'-- iang5S7i88. 

/'T est le mouvement sidéral des nœuds de l'orbite lunaire pendant 
une année julienne, et les observations donnent 

l'année sidérale étant de 365^256384» on a 

_, 4oo«. 365J,25 o „ , 
^^^ 365i, 256384 ^^'993o. 

Enfin, les observations donnent m = m'. 0,07480, et les observations 
des marées nous ont donné, dans le Livre IV, >. = 3; cela posé, les 
valeurs précédentes de 8, 0', ^ et ^' deviendront 

6 26**, 0796 -h 3i'^,o36.cosA'-i-i", 34i.cos2i^ 4- o",3oi .cos2v', 

6' - 26", 0796 — 1. 1",543 -f- 3i'^o36.cosA'h-i'',34i .cos2i' h- 0*^,301 .cos2f', 

'\t -- /. 155*^,20 — 57^^, 998.sinA' - 3", 088 . sin 2 i^ — o'',693.sin2i'', 

•y ^ l.I54^63 57^998.sinA'- 3",o88.sin2i;- o^693.sin2v', 

i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commence- 
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ment de ï75o, et A' étant la longitude du nœud ascendant de l'orbite 
lunaire. 

Si Ton nomme u l'ascension droite d'une étoile, et s sa déclinaison, 
s étant négatif lorsque la déclinaison est australe; si l'on désigne en- 
suite par S9, W, ^, ^\ Su et S^ des variations très-petites de 8, 9', ^, 
y 9 u et 5, on trouvera, par les formules différentielles de la Trigono- 
métrie sphérique, 

ds = d\\f sin 6 cosi» ■+- i9 sin v, 

l'T 

dv = di\t cos9 -h d^ s\n9 Xzngs sinv — d^tang^cosu r-r Icfcos^. 

' On pourra, au moyen de ces formules, transporter les catalogues d'é- 
toiles d'une époque à une autre peu éloignée; mais, pour plus d'exac- 
titude, il faudra prendre pour 0, u et ^ les valeurs qui correspondent 
au milieu de l'intervalle de temps compris entre ces deux époques. Le 

terme r^ — est, par ce qui précède, égal à i.o", 62248 : ces va- 
leurs de ^ et de Su donnent 

^ ds[cos6 -f-sin6lang«sinu) ~ (du h- 1.0*", 62248) sinOcosu 

cosdsinu + sin^tang^ 

^. is tang^ cos u -i- ( 3u H- 1 . o"^, 6224 8 ) sin y 

^ cos0sinu -f- sin0lang# 

Les variations observées de l'ascension droite et de la déclinaison des 
étoiles feront ainsi connaître celles de et de ^. C'est de cette manière 
^ue Bradley a reconnu l'inégalité principale de 0, désignée par le nom 
de nutation, et qui dépend de la longitude du nœud de l'orbite lunaire. 
Ses observations lui ont donné 27", 778 pour le coefficient de cosA' dans 
l'expression de 0; Maskelyne, par une discussion plus exacte encore 
des mêmes observations, a trouvé ce coefficient égal à 29'',32i, et nous 
l'avons trouvé, par la théorie, égal à 3i",o36; la petite différence est 
dans les limites des erreurs des observations, qui s'accordent autant 
qu'on doit le souhaiter avec la loi de la pesanteur universelle. On les 
ferait coïncider exactement en diminuant un peu la valeur de X, que 

Œuvres de L. — II. 4? 
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iKius avons supposée ôgale à 3; on pourrait même déterminer celle 
valeur par ces ol)servatioiis; mais, les phénomènes des marées me pa- 
raissant la donner avec plus d'exactitude, le coefficient dont nous ve- 
nons de parler doit très-peu différer de 3i",o36. 

Le mouvement rétrograde ^ des équinoxes sur l'écUptique fixe est 
produit par le mouvement rétrograde du pôle terrestre sur un cercle 
paralll'le à cette écliptique; ce second mouvement est égal à 'j-sinA. 
- sin A', en ne considérant, avec les astro- 



ou à h sin h — ; ^—77 j- 

(1 -r 1)/' COSA 

nomes, que la plus grande des inégalités périodiques de '^. L'inégalité 
terrestre un mouvement dans 



çT-jK cobA' de f) indique dans le pôle tei 

le sens du cercle de latitude qui passe par ce pôle. Ces deux mouvements 
peuvent être représentés de cette manière. On conçoit le pôle de l'é- 
quateur mû sur la circonférence d'une petilc ellipse tangente a la 
sphère céleste, et dont le centre, que l'on peut regarder comme le pôle 
moyen de l'équateur, décrit uniformément, chaque année. i55",ao 
du parallèle à l'ccliptique fixe sur lequel il est situé. Le grand axe de 
celte ellipse, toujours tangent au cercle de latitude cl dans le plan de 
ce grand cercle, sous-tend un angle de 62". i ; le grand axe est au petit 
axe comme le cosinus de l'obliquité de l'écliplique est au cosinus du 
double de celte obliquité; ce petit a\e sous-tend par coiisé(|uent ini 
angle de 46", a. La situation du vrai pôle de l'équateur sur cette ellipse 
se détermine ainsi. On imagine sur le plan de l'ellipse un pelil cercle 
qui a le même centre, et dont te diamètre est égal à son grand axe; on 
conçoit encore un rayon de ce cercle, mû uniformément d'un mouve- 
ment rétrograde, de manière que ce rayon coïncide avec la moitié Ju 
grand axe la plus voisine de l'écliptique, toutes les fois que le nœud 
moyen ascendant de l'orbe lunaire coïncide avec l'équinoxe du prin- 
temps; enfin de l'extrémité de ce rayon mobile on abaisse une perpen- 
diculaire sur le grand axe de l'ellipse; le point où celle perpendicu- 
laire coupe la circonférence de cette ellipse est le iieu du vrai pol« de 
l'équateur. 
Jusqu'ici les astronomes n'ont point eu égard aux inégalitéâ dépen- 
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dantes de l'angle 2i^; mais, vu la précision des observations modernes, 
ces inégalités ne doivent point être négligées. 

14. Reprenons la valeur de /, trouvée dans le n** 6, et, pour plus 
d'exactitude, conservons les carrés des excentricités et des inclinaisons 
des orbites; on aura 



IT = 






e étant l'excentricité de l'orbite solaire, e' étant celle de l'orbite lu- 
naire, et y étant l'inclinaison de l'orbite lunaire à Técliptique. Les 
observations donnent 

e=ro,oi68i4, e' — o , o55o368 ; 

— est le rapport du jour sidéral à l'année sidérale, et ce rapport est 
égal à o,oo273o33; on aura ainsi 

/T ~ -^ (i-f- X. 0,992010). 75i6'^,3o. 

On peut supposer sans erreur sensible, par le numéro précédent, 
/T = i55", 20; on aura donc, en faisant >. = 3(n-6), 

2C — A — B 0,00519823 

C ~~ I 4-6.0,748493' 

On a à fort peu près, par le n® 2, 

2C — A — B _ 2«(A — i(^)fpa^d a 
C ~ fpâOâ ' 

il est remarquable que la valeur de h^ du même numéro n'entre point 
dans cette équation; d'où il suit que les mouvements de la Terre autour 
de son centre de gravité sont les mêmes que si elle était un ellipsoïde 
de révolution, dont a A serait l'ellipticité. ^a(p étant égal à^, la com- 
paraison des deux expressions précédentes de ^ donnera 



, - o,oo25q66i. fpa^da 

ah — 0,0017301 -h 7 ^ ^/ïT/ o\ V-— "i^- 

' H-6.o,74tt493)/pa«aa 
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On doit sup[)pser, conformément aux lois de l'Hydrostatique, que la 
densité des couches du sphéroïde terrestre diminue du centre à la sur- 
face, et dans ce cas J^a^da est plus petit que ^fpà^da; en faisant 
donc €==0, conformément aux observations des marées, la valeur 
de (th sera moindre que o,oo3288i ou que ~. Si la Terre est ellip- 
tique, a A exprime son ellipticité; on ne peut donc pas supposer cette 
ellipticité plus grande que 3^. Cette fraction et celle-ci jfj sont les 
limites de cette ellipticité, qui résultent des phénomènes de la préces- 
sion et de la nutation de Taxe terrestre. 

On a vu, dans fe Livre III, que a A = |a<p, dans l'hypothèse de l'ho- 
mogénéité de la Terre, ce qui donne, en vertu de l'équation précédente, 
36 égal à fort peu près à — f, et par conséquent >^ = |. Cette valeur 
est trop éloignée de satisfaire aux phénomènes des marées pour pou- 
voir être admise. Dans ce cas, la nutation ne serait que l de la précé- 
dente, et par conséquent 2/^'\ 1, ce qui diffère trop des observations 
astronomiques pour être admis; ainsi ces observations et celles des 
marées concourent à faire rejeter l'hypothèse de la Terre homogène. 
Déjà les observations de la longueur du pendule à secondes nous ont 
conduits à ce résultat dans le Livre III; elles nous ont donné ^ au 
plus pour la valeur de a A. Cette fraction étant moindre que j^, on voit 
que les observations de la longueur du pendule se concilient très-bien 
avec celles de la nutation et de la précession et avec les observations 
(les marées. 

Pour mieux saisir l'ensemble des phénomènes qui tiennent à la figure 
de la Terre et leur accord avec le principe de la pesanteur universelle, 
rappelons les divers résultats auxquels nous sommes parvenus sur la 
nature des rayons terrestres. 

L'expression du rayon d'un sphéroïde quelconque très-peu différent 
d'une sphère peut être mise sous cette forme 

I -f- a( Y(*) -h Y<2) -h Y(») -h YM) -h. . .). 

Si l'on fixe relativement à la Terre l'origine de ce rayon au centre de 
gravité de la planète, on a vu, dans le n^ 31 du Livre III, que les con- 
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ditioDS de l'équilibre de la mer donnent Y^'^ = o, ce qui réduit l'ex- 
pression du rayon terrestre à cette forme 

i4-«(Y(»-h Y(»>-hY(*)-f-...). 

L'état permanent de l'équilibre de la mer exige que l'axe de rotation 
de la Tei're soit un de ses axes principaux, et pour cela il faut, par le 
n® 32 du Livre III, que Y^'^ soit de cette forme 

— A(/X« — {) H- A»'(l — (X^) C0S2TÎJ, 

h et A'^' étant deux constantes arbitraires que l'observation seule peut 
déterminer, et qui dépendent de la constitution du globe terrestre. 
Ces résultats sont les seuls que fournit l'état permanent de l'équi- 
libre de la Terre; ils sont communs à tous les corps célestes que re- 
couvre un fluide en équilibre. Les observations, sur la longueur du 
pendule à secondes ont donné de nouvelles lumières sur la nature du 
rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante a A est à fort peu 
près égale à 0,002978, par le n^ 42 du Livre III; que la constante h^" 
est insensible relativement à h; que la quantité Y^'^ -f- Y^*^ -f- . . . est 
pareillement très-petite relativement à Y^'^; qu'il en est de même de la 
première différence de cette quantité par rapport à celle de Y^'\ et 
qu'ainsi Ton peut, dans le calcul du rayon terrestre et de sa première 
différence, lui supposer, sans erreur sensible, cette forme 

I — 0,002978. (]tz^ ~-8)« 

Les mesures des degrés des méridiens font voir que cette supposition 
ne doit pas s'étendre jusqu'aux secondes différences du rayon terrestre, 
et que la fonction Y^'^ 4- Y^*^ h- . . . acquiert, par une seconde différen- 
tiation, une valeur sensible. 

Le phénomène de la précession des équinoxes et de la nutation de 
l'axe terrestre ne dépend, comme on l'a vu, que de Y^^^; il ne déter- 
mine pas la valeur de aA, mais il donne les limites entre lesquelles cette 
valeur est comprise : ces limites sont j^ et jf^; la valeur précédente, 
qui résulte des observations sur la pesanteur, tombe dans ces limites; 
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elle indique, de plus, une diminution dans la densité des couches du 
sphéroïde terrestre, depuis le centre jusqu'à la surface, sans nous in* 
struire cependant de la véritable loi de cette diminution, dont l'exis- 
tence est prouvée d'ailleurs soit par la stabilité de l'équilibre des mers, 
soit par le peu d'action des montagnes sur le fll-ihplombf soit enfin 
par les principes de l'Hydrostatique, qui exigent que, si là Terre â été 
primitivement fluide, les parties voisines du centre soient en même 
temps les plus denses. 

Ainsi chaque phénomène dépendant de la figure de la Terre nous 
éclaire sur la nature du rayon terrestre, et l'on voit qu'ils sont tous 
parfaitement d'accord entre eux. Ils ne suffisent pas, à la vérité, pour 
nous faire connaître la constitution intérieure de la Terre; mais ils 
indiquent Thypothëse la plus vraisemblable, celle d'une densité dé- 
croissante du centre. à la surface. La pesanteur universelle est donc la 
vraie cause de ces phénomènes, et, si elle ne s'y manifeste pas d'une 
manière aussi précise que dans les mouvements planétaires, cela vient 
de ce que les inégalités de la force attractive des planètes, qui tiennent 
aux petites irrégularités de leur surface ou de leur intérieur, dispa- 
raissent à de grandes distances, et ne laissent apercevoir que le simple 
phénomène de la tendance mutuelle de ces corps vers leurs centres de 
gravité. 

L'hypothèse de Bouguer, que nous avons examinée dans le n^ 33 du 
Livre III, donne aA = 0,0064717 ou 7^, ce qui s'éloigne trop de la 
limite ^ pour être admissible; ainsi les phénomènes de la précession 
et de la nutation concourent avec les observations du pendule à faire 
rejeter cette hypothèse. 
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CHAPITRE IL 



DES MOUVEMENTS DE LA LUNE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITÉ, 



15. La Lune, en tournant autour de la Terre, nous présente tou- 
jours, à fort peu près, la même face, ce qui prouve que son moyen 
mouvement de rotation est exactement égal à son moyen mouvement 
de révolution, et que son axe de rotation est presque perpendiculaire 
au plan de Técliptique. Les observations du mouvement des taches de 
la Lune conduisirent Dominique Cassini à ce résultat remarquable, 
savoir que l'équateur lunaire est incliné d'environ 278' au plan de 
l'écliptique, et que le nœud descendant de cet équateur coïncide con- 
stamment avec le nœud ascendant de l'orbite lunaire. Tobie Mayer a 
confirmé, depuis, ce résultat par un grand nombre d'observations, 
qu'il a faites lui-même vers le milieu de ce siècle et qu'il a discutées 
avec tout le soin possible : seulement il a trouvé l'inclinaison de l'é- 
quateur lunaire à l'écliptique moindre que Cassini ne l'avait supposée, 
et de i65'; et, pour détruire le soupçon que cette inclinaison a pu 
diminuer depuis le temps de ce grand astronome, il assure avoir re- 
connu, par les observations de ce temps, qu'elle était la même alors 
qu'aujourd'hui, c'est-à-dire de i65'. Voyons maintenant ce qui doit 
résulter, à cet égard, de l'action de la Terre et du Soleil sur le sphé- 
roïde lunaire. 

16. Considérons d'abord l'action de la Terre, et reprenons pour cela 
les équations (G) du n° 4, qui s'appliquent évidemment à la Lune, en 
observant qu'alors L représente la Terre, r, son rayon vecteur mené 
du centre de la Lune, supposé immobile, et que X, Y, Z sont les trois 
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coordonnées de la Terre, rapportées à une écliptique fixe passant par 
le centre de la Lune. L'angle 6 étant fort petit, nous négligerons son 
carré et son produit par Z; nous négligerons pareillement le produit 

—g — rq, à cause de la petitesse des trois facteurs —=, — > r et y : les 

équations (G) deviendront ainsi 

dp=^,i ^^[(Y«-X«)sin2<p + 2XYcos2<p], 
]. C-B . 3Lrf/C-Br (Y»Ô 4-YZ)cos(p-| 

. A-C ., 3Lrf/A-Cr (XYÔ + XZ)cos(pl 
dr^-^pgdl=-^ -B~L-H(Y*e 4-YZ)sinJ- 

Si Ton Domme ç le mouvement vrai en longitude de la Terre vue de la 
Lune, ce mouvement étant rapporté au nœud descendant de Téquateur 
lunaire, on aura, en négligeant le carré de Tinclinaison de l'orbite 
lunaire à Técliptique, 

X=i: r, cosi', Y=: r, sini'; 

la première des équations (G') devient ainsi 

, 3 L c// B — A . , . 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que, si Ton désigne 
par m la vitesse moyenne angulaire de la Terre autour de la Lune, son 
moyen mouvement sera fmdt, et Ton aura 

v=^fmdt-^ vj; -h HsinllH-. . ., 

H sinn + . . . exprimant les inégalités de v^ ordonnées par rapport au 
moyen mouvement. Soit 

on aura 

2v — 2(^=z — ^u-^- 2HsinII-4-. . ., 

et par conséquent, 

sîn(2i'— 2<p) z=z ~ sin^m- 2Hcos2 2/sinIlH-. . . . 
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Si Ton néglige le carré de 0, on a, par le n^ 4, 

p~ dt ' 

partant, 

dp rf^M dm 

dt~ di^~^ df' 
la première des équations (G') prendra donc cette forme 

rfa» dm 3L B~A . 3L B— A„ . „ 

-j^ -h -^ = — ^ ___sin2M4- -^ —g — Hcos2asmn-t- 

Les observations nous ayant fait connaître que le moyen mouvement 
de rotation de la Lune est égal à son moyen mouvement de révolution 
autour de la Terre, l'angle u est toujours fort petit, en sorte que Ton 
peut supposer sinaa = 2a, et cos2a = i; on a d'ailleurs, à fort peu 

près, -^ z=z m^; on aura donc 

d^u ,^B — A dm o^B — A„.„ 

-j-r- -h 3m* — 7= — u~ j— -f- 3m* — ^ — H smll -f- 

dt^ C dt C 

La valeur de -^ dépend de l'équation séculaire de la Lune, et nous 

verrons dans la théorie de la Lune que, si m't est le moyen mouvement 
sidéral du Soleil, et e' l'excentricité de son orbite, on a 

dm _ 3m '^e'de ' 

dt "~ mdi ' 

on aura donc à très-peu près, en intégrant l'équation précédente et en 



, ,. ^ , ^.^, m'^d^ie'de') 

négligeant la quantité u — ji ^ 



m^dt^—^— 



u = Qsm(mt \/^^- + f) 



. ^B-A Hsinn 



m'^e '^- 



,rfç' 
dt 



, B-A 

m^ := 
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Q et F étant deux constantes arbitraires. Examinons les conséquences 
qui résultent de cette intégrale. 

df 
Nous observerons d'abord que le terme — wiri ^® ^^^^^ intégrale 

est insensible, quoique divisé par la petite fraction —^ — » vu l'exces- 
sive lenteur avec laquelle l'excentricité e' varie; on peut donc négliger 
ce terme. Tous les autres termes de l'expression de u varient d'une 
manière beaucoup plus rapide; mais cette expression reste toujours 
fort petite, si Q est un petit coefficient. Présentement, l'équation 

dp d^u dm 

dt~'dî^~^lfr 

donne 

fpdt = u -hfmdt; 

Jpdt est, par le n° 8, le mouvement de rotation de la Lune autour de 
son troisième axe principal; on voit donc que les deux moyens mou- 
vements de rotation et de révolution de cet astre sont parfaitement 
égaux entre eux, et que l'action de la Terre sur le sphéroïde lunaire 
fait participer le premier de ces deux mouvements aux inégalités sécu- 
laires du second. Il n'est point nécessaire pour cette égalité parfaite 
qu'à l'origine les deux mouvements de rotation et de révolution aient 
été égaux, ce qui serait infiniment peu vraisemblable; il sufiît qu'à 
cette origine, où nous supposons / = o, la vitesse p de rotation de la 
Lune ait été comprise dans les limites 

m -I- my 1/ — ^ — p — '- -h . . . el m — my i/ p — - — . . . , 

limites dont l'étendue est arbitraire, à cause de l'arbitraire Q. Cette 
étendue est, à la vérité, fort petite, à raison de la petitesse de Q et de 

t/ ^ J" — -\ mais elle sufiît pour faire disparaître l'invraisemblance 
qu'il y a à supposer qu'à l'origine les mouvements ont été tels que. 
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dans la suite» le moyen mouyement de rotation de la Lune a constam- 
ment égalé son mouvement moyen de révolution. 

La valeur de u exprime la libration réelle de la Lune en longitude, 
libration qui n'est que Texcès de son mouvement réel de rotation 
sur son moyen mouvement. Cette valeur renferme d'abord l'argument 

Qsin(/w/ i/-^--^^^ — - -hF)> dont l'étendue est arbitraire; mais, les 
observations ne l'ayant point fait reconnaître, il doit être peu considé- 
rable. Il en résulte que i/ ^ J" — - est un nombre réel; car, s'il était 

imaginaire, l'argument précédent se changerait en exponentielles ou 
en arcs de cercle, qui, croissant indéfiniment avec le temps, pourraient 
augmenter indéfiniment la valeur de i^, ce qui est contraire aux obser- 
vations. A la vérité, si, B — A étant négatif, Q était nul, il n'y aurait 
dans l'expression de u ni arcs de cercles, ni exponentielles; mais la 
plus légère cause pourrait les y introduire; ce serait le cas d'un état 
d'équilibre sans stabilité, ce qui ne peut être admis. B — A est donc 
une quantité positive, c'est-à-dire que le moment d'inertie A de la Lune 
est plus petit que le moment d'inertie B. Le premier de ces moments 
est relatif à l'axe principal de l'équateur, dirigé vers la Terre; car il 
se rapporte au premier axe principal qui forme l'angle <p avec la ligne 
des équinoxes lunaires, tandis que le rayon mené du centre de la Lune 
à celui de la Terre forme l'angle v avec cette même ligne ; or 9 — (^ est 
toujours, par ce qui précède, un petit angle; ainsi le premier axe 
principal du sphéroïde lunaire est toujours à peu près dirigé vers la 
Terre. L'équateur lunaire étant allongé dans ce sens en vertu de l'at- 
traction terrestre, le moment d'inertie A doit être moindre que le mo- 
ment d'inertie B relatif au second axe principal situé dans l'équateur. 
La durée de la période de l'argument précédent est égale à un mois 

sidéral, divisé par le coefficient i/ -^^- — -\ ce coefficient étant in- 
connu, il est impossible d'assigner cette durée. Nous verrons bientôt 
que, dans le cas où la Lune serait homogène, cette durée n'excéderait 
pas sept années, et que, dans le cas de la nature, la difi*érence des 

48. 
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moments d'inertie de la Lune par rapport à ses trois axes principaux 
est probablement plus grande que dans le cas de Thomogénéité. Cette 

remarque nous montre combien le terme - ^ — r — > que nous avons 

négligé ci-dessus, est insensible. ^ 

Parmi les termes de l'expression de u, il n'y a de sensibles que celui 
qui dépend de l'équation du centre de la Lune, à raison de sa gran- 
deur, et les termes qui ont un très-petit diviseur et dans lesquels» par 

//îï 
conséquent, -rr est très-petit. H sinll 4- . . . est la somme des termes 

périodiques du mouvement vrai de la Lune, et, en supposant que 
Hsinn exprime l'équation du centre, on a H = 70oo5"; n étant ici 

^j = m*. 0,98317; on aura 

donc, dans l'expression de m, le terme 

B — A 

3 — -., — • 7ooo5". sin II 

VI 

0,98317 — 3—^^ — 

Si ce terme s'élevait à un nombre i de secondes, on aurait 

B — A 1.0,32772 

^ - — — — ^ _ »i — - — — ■ • 

C I -+- 7ooo5" 

Puisque l'observation n'a point fait reconnaître le terme dont il s'agit, 
le nombre i ne doit pas excéder rt 6000", et alors — -, — doit être 

v* 

au-dessous de 0,030721. 

Parmi les termes de l'expression de u qui ont de très-petits diviseurs, 
on ne voit que l'équation annuelle qui puisse produire un terme sen- 
sible dans l'expression de u\ cette équation est égale à 2o64''*sinII, 

n étant ici l'anomalie moyenne du Soleil ; on a, de plus, -^ — m. 0,0748, 

et par conséquent \-rr\ ~ /n^.o,oo5595; on aura donc, dans l'expres- 
sion de u, l'argument 

3 — .-, — 2o64^.sinn 

VI 

o , 005595 - - 3 — ^, — 
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Si cet argument s'élevait au nombre i de secondes, on aurait 

B — A _ ï.o,ooi865 
~~C~" ~ I -H 2064^ * 

Cet argument doit être peu considérable, puisqu'il n'a point été re- 
connu par l'observation; nous supposerons ainsi que i n'excède pas 

=b 6000". Dans le cas de i positif, les deux limites de —^ — sont o et 

0,0013876 : ces limites sont 0,0028430 et qo dans le cas de i négatif, 

et l'on vient de voir que — jj — ne peut pas excéder 0,030721. Mais 

il est très- vraisemblable que ~ est au-dessous de o,oo2843o, et 
qu'ainsi i est positif. 



17. Considérons maintenant la seconde et la troisième des équa- 
tions (G') du numéro précédent. L'inclinaison de l'équateur lunaire 
à l'écliptique fixe étant supposée très-petite, nous transformerons les 
variables ^ et r en d'autres qui rendront l'intégration plus facile, ainsi 
que nous l'avons déjà fait pour un cas semblable, dans le n^ 30 du 
Livre I; nous ferons donc 



ce qui donne 



Ôsin9 ^=s, 9cos(^ = s\ 

ds dd , ^do 

Tt ^rf^smcp-^-ô^^coscp, 

ds' de r^d^ . 

Mais, si l'on néglige le carré de 0, on a, par le n^ 4, 

dB 



dt 



= rsm9 — 9COS9, 



on aura donc 



0-~ =: Bp-\-qs\ïi<^ H- rcos9; 



ds , ds' 
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d'où Ton tire 

dt^ P dt^^ dt ~~ dt' 

d^s' ds rfp _ ^? 

dt^^^Ti ~^^dt~"' di' 

En substituant ces valeurs de ^ et de — ^^ dans les deux dernières 

des équations (G'), et observant que Ton peut supposer p = m dans 
les produits de p et de sa différentielle par les variables très-petites x, 
s et par leurs différences, on aura 

1^^'"%= ^mr+ ^ â^[(Y«e+YZ)cos9-(XYe + XZ)sln9], 

^ _^*: = C-A;„, + !^ A_-C[(XY9 + XZ)cos9 + (Y«ô + YZ)sin9]. 

Maintenant on a 

da , dt' 

on a ensuite 

X = r, cosc; Y = r, siav; 

de plus, v — (f est toujours, par ce qui précède, un très^petit angle, de 
manière que Ton peut négliger son produit par les quantités et Z; 
les équations différentielles précédentes deviendront ainsi, en y substi- 
tuant m^ au lieu de -r» 

d^s' A-^B-C ds ,B-C, 

dn-^—H "^Tt^ m»-^.^o, 

d^s A -+- B - C ds' , , A - C ^ , A - C Z 
di^ g m^-4m*-3-.-3m«-g^;:. 

- est la latitude de la Terre vue de la Lune, au-dessus du plan fixe, 

latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la Lune vue de la 
Terre; on aura donc, par le n® 5, 
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mt étant la longitude moyenne de la Terre, vue de la Lune, relative- 
ment à un équinoxe fixe, et — g't — ^' étant ici, par rapport au même 
équinoxe, la longitude du nœud ascendant de Forbite lunaire sur Té- 

cliptique mobile. La fonction le [g^-^^) dépend du déplacement 

de Técliptique mobile, et te coefficient g est extrêmement petit relati- 
vement à m et à g'. Soient donc 

*=Qsin(m/-f-g^'/-i-6'), 
s' =2 Q' ç,os[mt -\- g' t + & ) 

les parties de s et de s' correspondantes au terme c's\n{mt -h g't -h €') 
de l'expression de -; on aura 

m(/w+g-)(A + B-C)Q 
(mH-g-')aA-f-m»(B-C)' 

et, si Ton suppose 

E m m2(m -f-g-')a [(A -f-B-C)î»~ 4 A(A-C)~B(B~C)] 
- (m H- g-')* AB - 4/11* (A - C) (B - C), 

on aura 

Si Ton néglige le carré de ^ et son produit par A — C, B — C et A — B, 

dans le numérateur et le dénominateur de cette expression de Q, on 
aura 

3/n(A~C)c' 



Q = - 



3m(A-C)H-2Ag-'' 



on aura ensuite, en regardant g' comme très-petit, Q' = Q. 
Il suit de là que les valeurs de s et de /, correspondantes à la valeur 

Z c A 

de -» sont, en observant que ^ est insensible relativement à 3/w — j~» 

3m(A-C)c'sin(m/-hê-'/-4-6') ^ . , , , ^, 
3m(A — C) H-2Ag-' ^ ^ ' 

3m(A — C) -i-ttAg-' ^ ° ^ 
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Ces deux valeurs de s et de s' ne sont pas complètes; il faut encore 
leur ajouter celles qui auraient lieu dans le cas où Z serait nul; or il 
est aisé de voir que, si Ton nomme / et /' les deux valeurs positives 
de m -h g' dans l'équation E ~ o, on aura à très-peu près 

s =:Psin(//-4-I)-4-P'sin(/'/ + r), 



5'=:PC0S(//H-I)-4-2P'i/^--^C0S(/'^-+-r), 



/ =^ m — ^m — r — 



,, vp -C)(B-C) 



P, P', I et r étant quatre constantes arbitraires. En réunissant ces va- 
leurs de s et de s' aux précédentes, on aura les valeurs complètes de 
ces variables. 

Afin que ces valeurs n'augmentent point indéfiniment, et pour que 
l'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique soit toujours a peu 
près constante, conformément aux observations, il est nécessaire que 
le produit (A — C) (B — C) soit positif; c'est, en effet, ce qui a lieu 
dans la nature; car le moment d'inertie C de la Lune, par rapport à son 
troisième axe principal, autour duquel elle tourne, est plus grand que 
les moments d'inertie A et B relatifs à ses deux autres axes principaux, 
puisque la Lune doit être plus aplatie dans le sens de ses pôles de rota- 
tion que dans tout autre sens. 

Pour rapporter les variables 5 et 5' à l'écliptique mobile, nommons 6, 

l'inclinaison de l'équateur lunaire sur cette écKptique, et 9, la distance 

angulaire du premier axe principal au nœud descendant de l'équateur 

lunaire relativement à la même écliptique; il est facile de voir que 

l'on aura 

0, sin9, — le sin(m/ - gt — 6) =r sin9, 

9, coscp, — 2ccos(m/ — gt — 6) = 9cos9; 
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en faisant donc s^ -- 6, sincp,, s[ — 6, coscp,, on aura 

3m(A — C)c'sin(m/-f-g-'/-f-6') 



5,=:Psin(//H-I)-hP'sin(/'/H-r) 



3m(A-C)-+-2Ag'' 



, ^ ,, -, ^, /A — C ,,, -,, 3m(A--C)c'cos(m/-hfi-'/--f-ê') 

On voit ainsi que le mouvement de l'équateur lunaire sur Técliptique 
vraie ou mobile est indépendant du mouvement de cette écliptiqae, en 
sorte que Tinclinaison moyenne de cet équateur sur Técliptique vraie 
reste toujours la même, malgré le déplacement de cette écliptique, 
l'attraction de la Terre sur le sphéroïde lunaire ramenant sans cesse 
Téquateur de ce sphéroïde au même degré d'inclinaison. 
Les deux valeurs de s. et de / donnent 



iang<p,~ 



[3m(A-C)H-2Ag''][Psin(/rH-I)H-Fsin(/'/-r)] 



3m(A — C)r'cos(m/H-g-7-f-6') 
--[3m(A---C)H-aAg-']rPcos(//4-I)4-2Fi^/g-~ 

Supposons d'abord P et P' nuls; on aura 

lang<p, = lang(m/ -h g't ■+- 6' ), 
ce qui donne Tune ou l'autre de ces deux valeurs de <p,, 

9,r=m/4-g-7 4-6', 

<p, = TT H- m/ -f- g^' r -h 6', 

X étant la demi-circonférence ou égal à deux angles droits. Pour dé- 
terminer laquelle de ces deux valeurs a lieu dans la nature, nous ob- 
serverons que — ^'/ — 6' est la longitude du nœud ascendant de l'or- 
bite lunaire sur l'écliptique vraie, et les observations nous apprennent 
que cette longitude est la même que celle du nœud descendant de cet 
équateur sur cette écliptique; or le mouvement de rotation de la Lune 
étant égal à son moyen mouvement de révolution, et son premier axe 
principal étant toujours à peu près dirigé vers la Terre, on a <p,, plus 
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la longitude du nœud descendant de Téquateur lunaire, égal à mt; on 
a donc 

Ainsi la première des deux valeurs de <p, doit seule être admise; l'équa- 
tion s^ = 8, sinç, donnera, par conséquent, 

_ 3m(C-~A)c^ 
'~2Ag^'-3m(C-A)' 

d'où l'on tire 

C-A _ 2g' 9, 

"a ~" 3m(c'-^d,)' 

Mayer a trouvé, par ses observations, % = i65'; on a de plus 

c'=riang5S7i88, el gf'=: m. 0,004019; 

partant, 

C-A ^ 

—^ = o » 000599. 

Les résultats précédents n'ont lieu que dans le cas où les arbitraires P 
et P' sont nulles; examinons le cas dans lequel ces constantes, sans 
être nulles, sont très-petites. On a généralement 

^"«^^' '^^'"«^^^'--i + Ung9,lang(m/-hff'/-t-6')' 

en substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de 
tang9,, sa valeur complète, et faisant, pour abréger, 

-3m(C-A)c' 
^~ 2Ag-'-3m(C-A)' 

on aura 

Psin(/iî/-+-g''/-f-6'-//-I) 

4-F(l/|^-Msin(m^-hff'/-f-6'-+-r/-+-r) 
lang(9,--/iï/ — g-'/ — 6')= ^ 



Q — P cos(m/ 4- g-' / H- 6' — // — I) 
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L'angle 9, — m/ — g't — 6' n'atteindra jamais un angle droit, en plus 
ou en moins, si le dénominateur de cette fraction est constamment du 
même signe que Q et ne devient jamais nul; car il est visible que, la 
tangente de l'angle droit étant infinie, ce dénominateur serait nul au 
passage de l'angle 9, — m/ — ^/ — 6' par l'angle droit. Réciproque- 
ment, on voit que si ce dénominateur changeait de signe, il passerait 
par zéro, ce qui rendrait infinie la tangente de l'angle dont il s'agit, 
qui deviendrait alors un angle droit; ainsi, les observations faisant voir 
que cela n'a jamais lieu, il en résulte que le dénominateur précédent 
est constamment du même signe que Q, et qu'ainsi Q est plus grand 

que P -h 2P' i/ g-i:^* De plus, l'angle 9, — m/ — g't — 6' étant tou- 
jours très -petit, suivant les observations, il en résulte que les quan- 
tités P et P' sont très -petites par rapport à Q; or l'inclinaison de 
l'équateur lunaire à l'écliptique vraie est égale à yjs^ -h s\^\ cette 
inclinaison est donc à très-peu près constante et égale à Q ; ainsi le 
phénomène de la coïncidence des nœuds de l'équateur et de l'orbite 
lunaire, et celui de la constance de leur inclinaison mutuelle sont liés 
l'un à l'autre par la théorie de la pesanteur, et les observations qui les 
donnent simultanément confirment admirablement cette théorie. 

Nous avons observé, dans le n® 4, que, relativement à la Terre, les 
constantes arbitraires dépendantes de l'état initial de son mouvement 
de rotation sont nulles, ou du moins insensibles par les observations 
les plus précises. On voit, par ce qui précède et par le n** 15, que le 
même résultat a lieu pour la Lune, et il est naturel de penser qu'il 
s'étend à tous les corps célestes. On conçoit, en effet, que, sans les 
attractions étrangères, toutes les parties de chacun de ces corps, en 
vertu des frottements et des résistances qu'elles opposent à leurs mou- 
vements réciproques, auraient pris à ta longue un état constant d'équi- 
libre, qui ne peut subsister qu'avec un mouvement uniforme de rota- 
tion autour d'un axe invariable: les observations ne doivent donc plus 
offrir que les résultats dus aux attractions étrangères. 

18. Voyons ce qui résulte des recherches précédentes, relativement 

49- 
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à la figure de la Lune. A et B sont plus petits que C; on a tu» dans le 

B — A 

n® 16, que B est plus grand que A, et que — ^ — est compris entre les 

limites zéro et 0,0013876; enfin nous avons trouvé, dans le numéro 

précédent, que — j — est à fort peu près égal à 0,000599 : tels sont 

les résultats des observations relativement aux trois moments d'inertie 

A, B, C. Comparons-les à ceux de la théorie de la figure du sphéroïde 

lunaire. 

En substituant pour A, B, C leurs valeurs données dans le n^ 2, on 

aura 

B-A i5g/ yyprf(flSYca))rffxrfBj(i -jtJi «)cos2CT 
' C -'-"-- Sizfpd.a^ ~ ' 

C - _A i^afffp rf(a»Y(^))rfjtJirfBj[(i -^a)c os«ip ~ {x«] 
À '~ Sizfpd.a^ 

L'attraction de la Terre sur la Lune influe sur la figure de ce satellite 
et rallonge dans le sens de Taxe dirigé vers cette planète. En suppo- 
sant la Lune recouverte d'un fluide en équilibre, et en observant que 
la Terre peut être supposée dans le plan de son équateur, en prenant 
enfin pour le premier méridien lunaire où Ton fixe l'origine de l'angle o 
celui qui passe par le premier et le troisième axe principal, et prenant 
pour unité le premier demi-axe, on trouvera, par le n® 29 du Livre III, 

g est la force centrifuge d'un point de l'équateur lunaire: cette force, 
à la distance r, du centre de la Lune, est égale à ^r,, et, puisque le 
mouvement de rotation de la Lune est égal à son moyen mouvement 

de révolution, on aura, à très-peu près, gr^ ~- -j Nommons X' le rap- 

port de la masse L de la Terre à celle de la Lune; nous aurons 

L :|jrX7p«/.a»; 
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on aura, cela posé, en observant que, par le u" 32, Y<*' est de la 
forme — A(i** — j) + A"(i — |x*) cosatj, 

j«/prf(a»Y(«))=|(«A-|^)(i-^i»)/prf.a» 

-h| laA'' — 7— |-J (i— jtx^) C0S2Cj/prf.a»; 

on aura donc 






C-A„, 



Dans le cas de la Lune homogène, Téquation (t) donne 
en comparant cette expression à celle-ci 

aYCa) ^ aA(i — fx^) -+- aA"(i — jut^) C0S2bj, 

on aura 

On peut observer ici que aA -h aA"^ exprime l'excès du premier demi- 
axe principal, dirigé vers la Terre, sur le demi-axe du pôle, et que 
«A — cth^ exprime l'excès du second demi-axe principal sur le demi- 



loV 



axe du pôle; dans le cas de Thomogénéité ces excès sont -^-^ et g-j-, 
le premier est donc quadruple du second. On a, dans ce même cas, 



B-A _ i5X^ C~-A _ 51' 
C "■ 4^' ' A "~ 



3 î 



— est le demi-diamètre apparent de la Lune, dont nous avons pris le 
demi-diamètre réel pour unité, et, suivant les observations, ce demi- 
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diamètre est égal à 2912"; ainsi Ton peut supposer — = 81112912^, ce 
qui donne 

— j^ — ^=: o,oooooo36i8.A', --. — =n 0,0000004824.x'; 

les conditions de A et de B moindres que G, et de B plus grand que A 
se trouvent alors remplies. Nous avons vu, dans le Livre lY» que les 
phénomènes des marées donnent à peu près V= 69, et alors la con- 

dition de -g — plus petit que 0,0013876 est encore remplie; mais la 

condition de — -r — égal à peu près à 0,000699 ^^^ ^^®" ^^^^ ^^ l'être, 

et en supposant même V= 1000, elle ne le serait pas; d'où il suit que 
la Lune n'est pas homogène, ou qu'elle est éloignée d'avoir la figure 
qu'elle prendrait si elle était fluide. 

Dans le cas où la Lune, formée de couches de densités variables, 
aurait été primitivement fluide et aurait conservé la figure d'équilibre 
qu'elle a dû prendre alors, il résulte du n® 30 du Livre III que le rayon 
du sphéroïde lunaire est, comme dans le cas de l'homogénéité, de la 
forme 

I -haA(y — fjL«) -f-|aA(i — fjL2)cos2cj, 

et alors, comme dans le cas de l'homogénéité, l'excès du demi-axe 
principal dirigé vers la Terre sur le demi-axe du pôle est quadruple 
de l'excès du second demi-axe principal sur le demi-axe du pôle. L'é- 
quation (1) donne 

. 3 afpd(a^h) _ 5V 
^'^^5-/^.^^^-477* 

On a vu, dans le numéro cité du Livre III, que les valeurs de h vont 
en augmentant du centre à la surface, tandis que les densités vont 
en diminuant, en sorte que l'on peut supposer, à la surface. 
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q étant positif; on aura ainsi 



«eA = 



5 V 

4'-» 



,, .fui. a* 



Présentement on a A'^ = |A; on aura donc 

B-A _ !^('-g)/P^ '^^ 



/prf.a»-|(i-ç)/prf.as 



Il est facile de voir que le cas de Thomogénéité est celui dans lequel la 

valeur de -T— est la plus grande , puisque , les densités diminuant 

du centre à la surface» ffd.a* est plus grand que ffd.a^; or nous 

venons de voir que, la Lune étant homogène, la valeur de "7 est 

considérablement moindre que suivant les observations; la Lune n'a 
donc point la figure d'équilibre qu'elle aurait prise si elle avait été 
primitivement fluide. 

On peut imaginer une infinité d'hypothèses dans lesquelles les mo- 
ments d'inertie A, B, G satisfont aux conditions précédentes : sans 
doute les hautes montagnes et les autres inégalités que l'on observe à 
la surface de la Lune ont sur les différences de ces moments d'inertie 
une influence très-sensible, et d*autant plus grande que l'aplatissement 
du sphéroïde lunaire est fort petit et sa masse peu considérable. 

19. Il reste à considérer l'influence de l'action du Soleil sur les 
mouvements de l'équateur lunaire; mais, sans entrer dans la discus- 
sion de cette action, il est facile de se convaincre qu'elle est insensible. 
Car, S exprimant la masse du Soleil et r" sa distance moyenne à la 

Lune ou à la Terre, cette action est de l'ordre -7^5 elle est donc, par 



^ 
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S L 
rapport à l'action de la Terre sur la Lune, dans le rapport de ^^ à -^ : 

or la théorie des forces centrales donne ce rapport égal au carré du 
temps de la révolution sidérale de la Lune, divisé par le carré du temps 
de la révolution sidérale de la Terre, c'est-à-dire égal a 7^^ environ; on 
voit donc que l'action du Soleil sur le sphéroïde lunaire peut être né- 
gligée par rapport à l'action de la Terre sur le même sphéroïde. 
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CHAPITRE III. 



DES MOUVEMENTS DES ANNEAUX DE SATURNE AUTOUR DE LEURS CENTRES DE GRAVITÉ. 



20. En traitant de la figure des anneaux de Saturne» on a vu que 
chaque anneau est un solide dont le centre de figure coïncide à peu 
près avec celui de Saturne, mais dont le centre de gravité peut et doit 
se trouver dans un point difierent. Ce centre tourne autour de la pla- 
nète dans le même temps que Tanneau, et il est aisé de voir que Tan- 
neau tourne autour de son centre de gravité dans le même temps 
qu'autour de Saturne. L'action du Soleil et des satellites sur ces an- 
neaux doit produire dans leurs plans des mouvements de précession, 
analogues à ceux de Téquateur de la Terre, et, cette action étant difle- 
rente pour chacun des anneaux, il semble que ces mouvements doivent 
être difierents, et qu'ainsi les anneaux doivent, à la longue, cesser 
d'être à peu près dans un même plan, ce qui parait contraire aux 
observations; car, quoiqu'il ne se soit pas encore écoulé deux siècles 
depuis leur découverte, cependant, s'ils n'étaient pas assujettis à se 
mouvoir dans un même plan, il faudrait supposer qu'ils ont été décou- 
verts précisément à l'époque où leurs plans coïncidaient, ce qui est 
bien peu vraisemblable; il existe donc très-probablement une cause 
qui les retient dans un même plan fixe ou variable. Mais quelle est 
cette cause? Sa recherche est l'objet de l'analyse suivante. 

21. Nous pouvons encore ici faire usage des équations (D') du n** 1. 
Déterminons les valeurs de rfN, rfN' et rfN", relatives soit à l'action 
de Saturne sur un anneau, soit à l'action d'un astre éloigné L. Con- 
sidérons d'abord l'action de Saturne, et nommons Y la somme de 

œuvres de L,^ H. 5o 
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toutes les molécules de Saturne divisées par leurs distances respectives 
à une molécule quelconque dm de l'anneau; soient r' le rayon qui 
joint cette molécule au centre de Saturne, et \l le cosinus de l'angle 
que ce rayon forme avec l'axe de rotation de Saturne. Représentons 
par 

le rayon du sphéroïde de Saturne, et par a<p' le rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur à son équateur; la masse de Saturne étant prise 
pour unité, on aura, par le n^ 35 du Livre III, 

Cette valeur de Y se réduit à peu près à ses deux premiers termes, si r' 
est un peu grand relativement au rayon du sphéroïde de Saturne, pris 
ici pour unité de distance. D'ailleurs, si cette planète est un sphéroïde 
de révolution , comme il est naturel de le supposer, on a Y^'^ = o, 
Y<^^ = o, . . . , ce qui rend exacte la réduction de Y à ses deux pre- 
miers termes; on peut donc supposer 



La fonction Y^^^ se réduit, comme on l'a vu dans le n® 2, à cette forme 

Y(» == A (i - fx2) -f- A" (i - nx») cosaw. 

Si Saturne est un solide de révolution, h}^ est nul; mais, dans le cas 
même où cette quantité serait comparable à A, il est facile de s'assurer 
que son influence sur les mouvements de l'anneau est insensible, à 
cause de la rapidité du mouvement de rotation de Saturne. Nous sup- 
poserons donc hy = o, et par conséquent 



V - -L - (?lA -A^ïlii^ -^ 



%h étant évidemment l'aplatissement de Saturne. 

Maintenant, x\ y\ z' étant les coordonnées de la molécule dm rela- 
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tivement au centre de gravité de l'anneau, on a, par le n" 3, 



iï=fH'''W'~^^) 



-df -j '''" V^ W - ' dy) ' 

Pour déterminer Y» nous ferons abstraction de la largeur de i*anneau, 
que nous considérerons ainsi comme une ligne circulaire d-inégale 
densité dans les diverses parties de sa circonférence, et dont le centre 
est à très-peu près celui de Saturne. En désignant par X, Y, Z les 
coordonnées du centre de gravité de Tanneau, rapportées au centre 
de Saturne, X-i-x\ Y-hy\ Z-hs' seront les coordonnées de la molé- 
cule dm, rapportées au même centre. Si Ton prend pour le plan des ce' 
et des j' celui de Téquateur de Saturne, que nous supposerons d'abord 
invariable, on aura 

Nommons ^,$^,9 *, les coordonnées du centre de la circonférence de 
Tanneau, rapportées au centre de Saturne; ces coordonnées étant sup- 
posées assez petites pour que Ton puisse négliger leurs carrés et leurs 
produits par a, on aura 

r — r^ -t- - • - , -^ 



^ 



r\ étant le rayon de la circonférence de Tanneau; si Ton observe 
ensuite que Ton a, par la àature du centre de gravité de Tanneau, 
Jx'dm = o, jy'dm = o, fz'dm = o, on aura 



rfN 
rfN' 






5o. 
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Concevons que Tinclinaison du plan de Tanneau sur le plan de Té- 
quateur soit trës-petite» en sorte que Ton puisse négliger son carré, ce 
qui revient à supposer sinO = 0, cosO = i; prenons ensuite pour Taxe 
des x' l'intersection même du plan de Tanneau avec celui de Téqua- 
teur de Saturne; cela pose, les valeurs de a/, y\ z' du n® 26 du 
Livre I deviendront 

x'r= j:^C0S9 — /""sinç, 

z' — z''—jr''Q COS9 — x^ô sin9, 

d'où Ton tirera, par le même numéro, 
JN 



dt 



= 0, 



^'^„?(A^)(A^B-.C)e-?^iA^)(B-A)ecos.<p. 

Considérons présentement les valeurs de ^» -4- et -g—» relatives à 

l'action d'un astre quelconque L, éloigné de l'anneau. En nommant 
X*', Y", Z" les trois coordonnées de cet astre, rapportées au centre de 
gravité de l'anneau et parallèles à ses trois axes principaux, et r" sa 
distance à ce point, on aura, par le n® 3, en rapportant les valeurs de 
</N, </N' et dN" aux mêmes coordonnées, 

§ =?^(B-A)X'Y-. 
^ = ^(C-A)X'Z', 

^r = S (<^ - ») ^'^' 

Nous pouvons supposer sans erreur sensible, dans ces expressions, que 
l'origine des coordonnées X', Y", Z" est au centre même de Saturne, 
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ainsi que l'origine de r". Nommons X', Y', Tl les coordonnées de 
l'astre L, rapportées au plan de Téquateur de Saturne, Taxe des X' 
étant la ligne d'intersection du plan de l'équateur et de celui de l'an- 
neau; on aura, entre X', Y', Z', X'', Y", Z", les mêmes relations que les 
précédentes entre x\ y\ z\ of^ y", z^y d'où l'on tire 

X''^ X'cos(p H- Y'sincp - ÔZ'sincp, 
Y"=r= Y cos<p - X'sincp - eZ'cos9, 

z" = z' + eY', 

et par conséquent, 

. X''Y''=^^^^-^=^sin2<p-+-X'Y'cos2<p^eZ'(Y'sin2(p-hX'cos2<p), 

yj'T' = Z' Y' sin<p -f- Z'X'cosç -h 0[(Y'2 - Z'^) sinç + X' Ycoscp], 
V'Z" = Z' Ycos9 - Z'X' sinç h- ^[(Y'^ - Z'a) cos<p - X' Y sin<p]. 

Nommons v l'angle que le rayon r" forme avec la ligne d'intersection 
de l'orbite de L et de l'équateur de Saturne; soient ^ l'angle que l'in- 
tersection du plan de l'anneau et de l'équateur forme avec cette inter- 
section, et 0' l'inclinaison de l'orbite de L sur le plan de l'équateur de 
Saturne; on aura 

X'^r^cosf cos^ — r"sinf cosô'sinvj;, 
Y'= r"sinvcosô'cosv|; H- r''cosvsinv|;, 
Z'^r^sint^sinô', 

ce qui donne, en négligeant les termes dépendants des sinus et cosinus 
de l'angle v et de ses multiples, et ceux qui dépendent de l'angle 2<p, 
tous ces termes restant insensibles par les intégrations, 

X" ¥"= o, 

X''Z"=i — sin0'cose'sin(9 — v|;)H- — (cos^ô'— ^sin^ô') sinç- ^6sin2e'sin(<p — 2v|;), 

2 2 ZL 

Y"Z''r=: — sin0'cos0'cos(<p-^;)-+- — (cosî>0'-isinî»e')cos<p- ~-0sinae'cos(<p-2v|;). 

2 ^ &L 



dt 


— 0, 


</N' 


3L 


dt' 


" 2 r'» 


dis" 


3L 


di 


ar'» 
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On aura donc, par l'action de l'astre L, 
rfN 

— fr *xrsin0'cos0'sin(9--v|;)-h(cos«ô'— ^sin«ô')esin<p1 

sinÔ'cos0'cos(<p — v^)-+-(cos2e'— ^sin^ô'jecoscp"] 

On doit observer ici que ces valeurs de -^— et de -^— se rapportent 

au plan même de l'anneau et à ses axes principaux» au lieu que les 
valeurs précédentes, relatives à l'action de Saturne, se rapportent au 
plan de l'équateur de Saturne; il faut donc, en substituant dans les 
équations (D') du n® 1 les expressions précédentes relatives à l'action 
de Saturne, supposer dans ces équations sinO = 6 et cosO = i, à cause 
de la petitesse de 0, dont nous négligeons le carré; mais, en substi- 
tuant dans les mêmes équations les valeurs précédentes de -^ et -^-- 

relatives à l'action de l'astre L, il faut supposer auparavant dans ces 
équations sinO = o, cos6 — i, sin<p~o, cos<p — i; on aura donc, en 
réunissant toutes ces valeurs, 

dp B A 

dq C -B 2a(A~^9') C-B^ 

-+- "^^ ^7^{cos29 -^sin»e')0cos9 

2r'* A ^ J y T 

u- 1^_ ^-Y-?[sinô'cos0'cos(9- i^) -î-9sîn«9'cos(9 -aij.)], 

dt A- c 2«(A -I9') A-C 

57 - "B "''^ <^ ÎT " ^^'"'f 

^.-h. A-"^'.^[sinO'cosd'sin(<p -<|;)-iflsiii»Ô'sin((p-a4»)]: 
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r et 9 étant supposés très -petits, nous pouvons négliger le produit 
C ~ ^^' ^® ^^^ donne ^ = o, ou /> constant. Nous ferons ensuite, 
comme dans le n® 17, 

sinç = 5, B C0S9 =z s', 

ce qui donne par le numéro cité 

ds ^ ds' 

En substituant ces valeurs dans les équations différentielles précé- 
dentes en q et r, elles deviennent 

d^s C-B-A ds' C--A , 

~ ir"i B^ [sînô'cose' sin(<p - 4*) - ^9sin*6' sin(9 - 24»)], 
dit' C— B-A ds C — B,, 

= ~nk — 7-^[sin9'cose'cos(<p-4»)-'49sin«9'cos((p~2<|;)], 
6^ étant égal à 

Les équations précédentes se simplifient en observant que, dans le cas 
présent, on a, par le n** 26 du Livre I, An- B = C, ce qui réduit ces 
équations aux suivantes, en négligeant dans leurs seconds membres 
les termes multipliés par 0, 

j~' -+■«'* = - ^v^ sin0'cos0' sin(9 - i};), 

rfi-r ■+- «'* - - ^7^1 sin9'cose'cos(9 - ^). 

Si l'on considère l'orbite de L comme invariable, on aura, par le n® 4, 
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et par conséquent, 

I étant une arbitraire ; les équations différentielles en ^ et / donneront 
ainsi, en les intégrant, 

— >,- sin 9' cos 9' 

s —M sin(e/-h E) rzr~i sin((p — «l'), 

e p 

3L 



sin 6' cos 6' 
s'^- M'cos(e/ -f- E') - ^^^ cos(9 - vj;), 



-"3 



M, E, M', E' étant quatre arbitraires. L'inclinaison du plan de Tanneau 

à celui de Téquateur de Saturne est égale à \/^h-/'; il faut donc, 
pour que cette inclinaison reste toujours très-petite, que M et M' soient 

— -^~ sin ô' cos ô' 
très -petits et que le coefficient n:"~î ^^*^ P^^ considérable; 

or cela n'aurait pas lieu si Saturne était parfaitement sphérique, car 
alors on aurait 

6»-/i»= -y^ (cos»ô'~|sin«ô'), 

et le coefficient précédent deviendrait — ^^ — . . ^^, ; il serait par con- 
séquent très-sensible. 

Si Saturne est aplati en vertu d'un mouvement de rotation, ce coef- 
ficient devient 

3L 



ar^» 



sin 0' cos 6' 



— J^ -^ r^ (cos»ô'-^sm«ô') 



2r 



supposons que L soit le Soleil, et que r soit la distance du centre de 
Saturne à son dernier satellite; nommons T la durée d'une révolution 
sidérale de Saturne, et T' celle d'une révolution sidérale de son dernier 
satellite; la masse de Saturne étant prise pour unité, on a, par le n® 25 
du Livre II, 
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ce qai change le coe£Bcient précédent dans celui-ci 

3 



f'* /T'V 



COS0' 



Les observations donnent, le demi-diamètre de Saturne étant pris pour 

unité, 

T =:io759J,o8, 

r, r= 59,154, 
6' -= 330. 

Nous supposerons ensuite r = 2, ce qui diffère peu de la vérité; on 
aura ainsi le coefficient dont il s'agit, réduit en secondes, égal à 

0^,001727 



a(A — a?) ~^ 0,0000000089824 



On voit que ce coefficient, qui serait très-considérable si «(A — {f') 
était nul, devient très-petit et insensible lorsque cette quantité a une 
valeur sensible. Alors l'action de Saturne retient Tanneau toujours à 
peu près dans le plan de son équateur; ainsi les divers anneaux de 
Saturne sont par là maintenus dans un même plan. Telle est donc la 
cause de ce phénomène, qui m'avait fait reconnaître le mouvement de 
rotation de Saturne avant que l'observation de ses taches l'eût fait 
apercevoir. 

22. Il est facile de voir, par l'analyse précédente, que l'action du 
cinquième satellite de Saturne ne doit point sensiblement écarter d'un 
même plan les divers anneaux de cette planète. Quant à l'action mu- 
tuelle des anneaux et à celle des satellites de Saturne, qui se meuvent 
à très-peu près dans leur plan, il est visible qu'elles ne peuvent pas 
altérer leur coïncidence. 

Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de satellites, 
on conçoit que l'action de l'équateur de Saturne, qui maintient dans 

ORwres de L. — W, 5l 
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son plan ceux de ses divers anneaux» doit, par la même raison, main- 
tenir dans ce même plan les orbites des satellites situées primitive- 
ment dans ce plan. Réciproquement, si les divers satellites d'une pla- 
nète se meuvent dans un même plan fort incliné à celui de son orbite, 
on peut en conclure qu'ils y sont maintenus par l'action de son équa- 
teur, et qu'ainsi cette planète a un mouvement de rotation autour d'un 
axe à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ses satellites. 
On peut donc affirmer que la planète Uranus, dont tous les satellites 
se meuvent dans un même plan presque perpendiculaire à l'écliptique, 
tourne sur elle-même autour d'un axe très-peu incliné à l'écliptique. 

Les termes de l'expression de 6 qui dépendent des actions du Soleil 
et du dernier satellite de Saturne étant insensibles, et les dimensions 
de l'anneau n'entrant point dans les autres termes, il est clair que, si 
plusieurs anneaux concentriques sont fixement attachés ensemble et se 
meuvent à peu près dans le plan de l'équateur de Saturne, l'action du 
Soleil et du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement; ainsi 
ce résultat, que nous avons trouvé pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa largeur, a également lieu pour un anneau d'une largeur 
quelconque. 

La seule partie de l'expression de qui puisse être sensible dépen- 
dant de coefficients arbitraires et étant indépendante de la position 
de l'équateur de Saturne relativement à son orbite et à celle de son 
dernier satellite, il en résulte que cet équateur, dans le mouvement 
très-lent que l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, emporte 
avec lui les plans de ses anneaux et des orbites des satellites primiti- 
vement situées dans ce plan. C'est ainsi que nous avons vu, dans le 
n^ 17, que le plan de l'écliptique, dans son mouvement séculaire, 
entraine les plans de l'équateur et de l'orbite lunaire, de manière à 
rendre constantes l'inclinaison mutuelle de ces trois plans et la coïn- 
cidence de leurs intersections. 

FIN DU TOME DEUXIÈME ET DE LA PREMIÈRE PARTIE. 
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